A 2004. évi Arany Daniel matematikai tanuloverseny
(kezddk) 1. fordulo feladatmegoldaisai

1. Oldjamegaz x —sgn(x+1)=1— V2 egyenletet, ahol sgn(x) az eléjelfiiggvény, amelynek értéke:
(-1ha x<0,

sgn(x)=4 0 ha x=0,
1 ha 0<ux.
(6 pont)
Megoldas:
Az egyenloség bal és jobb oldalan levo
v fiiggvényeket abrazolva kénnyen lathato,
hogy két megoldas van: Ezeket egy-egy
elsofokn egyenlet megoldasaval kapjuk:
x+1=1-V2 25 =—/2 &
: x-1=1-2=>x,=2-42.
=3
Pontozas:
A fiiggvények abrazolasa (pl. intervallumokra
bontassal). (4 pont)
Az egyenletek felirasa és a gydkok
meghatarozasa. (2 pont)
2. A 9+99+999+.+999..9 6sszegben hany 1-es szamjegy fordul 216? (6 pont)

2004 db §

Megoldds. 9+99+999+...+999...9 = 10-1+100-1+1000-1+...+10***~1 = 111...10 - 2004 =

2004 db1
=111..109106. Tehat 2001 db 1-es szamjegy fordul elé.

2000451

Pontozas. Az elsd egyenldségért 3 pont, a kévetkezd kettdért 1-1 pont és az eredményért 1 pont adahato.

3. Az ABCD rombuszt, ahol DAB/ =60°, az atlok metszéspontja koriil elforgatjuk

90°-kal. gy kapjuk az 4'B'C' D' rombuszt. Hatdrozza meg a két rombusz kozos
részének teriiletét, ha a rombusz oldalhossza a egység. (8 pont)

Megoldas.



Mivel az 4'B'C' D' rombusz (jabb 90°-kal torténé elforgatasa az ABCD rombuszt adja vissza,
igy szimmetria okokbdl a kozds rész, D' EBFB'GDH nyolcszég egyenld oldalu. (1 pont)

A rombusz tulajdonsdgai miatt D, D', B, B' csticsoknél 120°-o0s szdgek vannak. Szintén szimmet-

ria okokbol a maradék 4 csucesnal egyforma szdgek szerepelnek, a szgdsszeghél adoddan ezek

180° —4.120°
6-180° —4-120° _ 50 o szogek. (1 pont)

Mivel AEH és FCG haromszogek egyenld szarak, és mivel az 4 ésa C csucsoknal
60° -0s szbgek szerepelnek, igy a két hdromszdg szabalyos, oldalhosszuk legyen x. (1 pont)

Tehat HE = GF = x, hasonléan HG = EF =x és HEF/ =90" a forgatas tulajdonsagai miatt. Itt
a forgatas helyett szogdsszegekre is lehetne hivatkozni. Tehat a keresett nyoleszég az EFGH X
oldali négyzetbél és négy egybevagd kis haromszoghdl all. Egy ilyen kis haromszég teriilete az x
oldali szabalyos haromszég teriiletének harmada, hiszen egyenl szart és 120° a szarszdge.

(2 pont)
Az AC atld hossza kétféleképpen fejezheté ki a és x ismeretében, nevezetesen
Y Iy
a3 x+/3 /3
2.5 =42 azaz x=a———. (2 pont)
2 2 1+4/3

Ir=r., . +4-T, x4l =x —=a =g’ (1 pont)

nézyzet hiromszaz 3



4. Oldja meg a kévetkezd egyenletrendszert, ahol a, b és ¢ nemnegativ egész szamok:
I a+2-b+b* +c=19
II. a-b+a-c+b-c=15

(10 pont)
1. Megoldas.
A két egyenletet dsszeadva a kovetkezot kapjuk:
a+b+c+a-b+a-c+b-c+b+b*> =34. (1 pont)
Mindkét oldalhoz 1-et hozzaadva:
l+a+bt+e+a-b+a-c+b-c+b+bh? =35. (1 pont)
A bal oldal szorzatta alakithatd:
(_l—a—b}-(l—b+c}=35. (3 pont)

Mivel a bal oldalon mindkét tényez0 pozitiv egész, ezért a kivetkezo esetek lehetségesek:
1) l+a+b=1 1+b+ec=35
2) l+a+b=5 1+b+c=7

3) l+a+b=7 1+b+c=5
4 l+a+b=35 1+b+c=1 (1 pont)
Az 1) esetben a =b =10, aIl. egyenletbe behelyettesitve ellentmondas adadik. (1 pont)

A2)esetben a+b=4, b+c=6, ezért az I. egyenletbdl b° = 9adodik, tehdt b =3.
Innen a =1 és ¢ =3. Ellendrizhetd, hogy ez valoban jo megoldas. (1 pont)

A 3)esetben a+b=6. b+c=4.Ismétaz . egyenletbél b =3, tehat a=3 és ¢ = 1.

Ez is jo megoldas. (1 pont)
A 4)yesetben a+b=34, b+c=0.Innen b=c=0 és a =34 adodik.
Ez ellentmondashoz vezet I. és IL. esetében is. (1 pont)

2. Megoldas:

Mivel b nemnegativ egész. ezért értékei: 0; 1; 2; 3 lehetnek, hiszen b = 4 esetén I.-ben a

bal oldal 19-nél nagyobb lenne. (2 pont)
1)b=0

I a+c=19

II. a-c=15

II.-bol a értéke 1:; 3; 5; 15 lehetne,

de L-be helyettesitve egyik sem ad jo megoldast c-re. (2 pont)

2) b=1

I.a+c=16

II. atc+a-c=15.

II.-b6l kivonva I.-et a@-¢c =—1 adodik, ami nem allhat fenn nemnegativ szamokra. (2 pont)

3 b=2

IL.a+tc=11

II. 2-a+2-c+a-c=15

II.-bol kivonva 2-1.-t @-¢ =—7 adddik, ami nem &llhat fenn nemnegativ szamokra. (2 pont)



4) b=3

La+tc=4

II. 3-a+3-c+a-c=15

I1.-b6l kivonva 3-1.-t a-¢ =3 adadik.

Ez kétfélekepp allhat fenn: a=1. c=3.vagy a=3. c=1.

Visszahelyettesitve meggyozodhetiink arrdl, hogy mindkét eset valdban megoldasat adja

az egyenletrendszernek. (2 pont)

5. Az ABC haromszégben az 4 estesbol induld szdgfelezd a szemkozti oldalt D pont-
ban, a C-bol induld szdgfelezd a szemkozti oldalt E pontban metszi. A szogfelezok
metszéspontjat jeldljiik M-mel! Mekkorak az 4ABC haromszog szogei, ha 4B = 4D
és BM =BE? (10 pont)

Megoldas.
A

Legyenek a haromszdg szdgei: 2o, 2B, 2v.
Ekkor: o+ B +7=90° 1) (1 pont)

ABD haromszog egyenldszam, tehat BDA < = 2 és
BMD/ = 180" -3p (1 pont)
: . ‘i . 180° —B
EBM haromszdg egyenldszar, tehat BEM ./ = BME/ = —
(1 pont)
Az MDC haromszégben: MDC £ = 180° -2
DMC£ =180 — v — (180° -2P) =2B—y

(1 pont)
. . o 180° — B o
EMC £ egyenesszog, tehat 180" = EMB.Z + BMD/Z+DMCZ = s + (180" =3+ (2B - ).
Ebbdl az egyenloségbol azt kapjuk, hogy 3p+2y=180° 2) (2 pont)
Az ABD haromszdg szdgeinek dsszege 180°, tehat 4B + o = 180° 3) (2 pont)

A 2) egyenletbol y-t, a 3) egyenletbdl u-t kifejezve és ezeket az 1) egyenletbe behelyettesitve
azt kapjuk. hogy p = 40°. Igy a 2) és a 3) egyenletbél v =30°és o = 20°.

Tehat az ABC haromszdg szdgei: 40", 80", és 60°.
Ilyen haromszdget rajzolva a feladat szévegében szerepl6 szakaszok valoban egyenldk. (2 pont)



