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Megoldasok és javitasi itmutaté

1. Mely z és y egész szamokra igaz, hogy x> + yx = 36 és y° + yz = 45?

1. megoldas. Mivel z? + yr =xz(x +y) és y2 +yr =y(y + ),
( . . r 36 4 S5x
a két egyenletet elosztva egymadssal, azt kapjuk, hogy — = 5= 5 azaz y = i
Y

512 .
Ezt az elsG egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy z% + % = 36, amibdl z = +4. Igy

a megoldasok: x =4, y =5 vagy x = —4, y = 5.
A kapott szdmpdrokra teljesiil a feladat feltétele.

2. megoldas. A két egyenletet Gsszeadva azt kapjuk, hogy (z +y)*> =81, azaz
4y =19

Ezt az x(x + y) = 36 alakban felirhaté els6 egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy
x = +4. Igy a megolddsok: z =4, y =5 vagy = = —4, y = —5.

A kapott szamparokra teljesiil a feladat feltétele.

3. megoldas. (vdzlat). A mdsodik egyenlet y(y + z) = 45 alakban irhaté. Ezért y a 45 egyik
egész osztdinak egyike.

2. Egy 8 cm oldald négyzet sikjaban 1év6 P pont a négyzet mind a négy csucsatol legfeljebb
8 cm tavolsagra van. Igazolja, hogy P a négyzet minden oldalatél legalabb 1 cm tavolsagra

van!

Megoldas.

A F B P annak a négy 8 cm sugard korlemeznek a K ko6zos részében
van, amelyek kozéppontjai a négyzet cstcsai. Ld. az 4brat!
A négyzet szimmetridi miatt K minden pontja a négyzet oldalai-
t6l legalabb FG tavolsdgra van.
ABE egy 8 cm oldald szabalyos haromsz6g. Ennek az F'E ma-
gassaga: 4v/3.
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. 7
[gy EG = FG — FE = 8 — 4V/3 >1, hiszen ez ekvivalens azzal, hogy 1 > /3, ami igaz,

4
hiszen % > 3. (3 pont)

3. Melyek azok a pozitiv egész szdmok, amelyeknek pontosan négy (pozitiv) osztdja van és
az osztéik Osszege 1087 (8 pont)

Megoldas. Ha egy szamnak négy osztéja van, akkor az p> vagy pq alakd, ahol p és ¢
kiilonb6z6 primszadmok. (2 pont)

a) Ha a szdm p® alakd, akkor osztéinak osszege: 1 +p+p®> +p’. Ez p =2 és p = 3 esetén
108-ndl kisebb, p = 5 esetén 108-nél nagyobb. (2 pont)

b) Ha a szdm pq alakd, akkor osztéinak osszege: 1 +p+ g+ pg = (1 + p)(1 + ¢). Tehat
(14 p)(1 + q) = 108.

Legyen p < g. A p =2 nem j6, mert ekkor ¢ = 35 lenne, ami nem primszam. (1 pont)

Ha p >2,akkoraz 1 +pés 1+q (4 =<1+ p <1+ q) paros szimok szorzata 108 = 4 - 27.
Tehat 1 +p=6¢s 1+qg=18,azaz p=15és q=17.

fgy egyetlen megfelelé szdm van, ami a 85. (3 pont)

4. Adott egy haromszog, melybe rajzolhaté harom kor, melyek egymast kiviilrdl érintik és
mindegyik kor a hdromszog oldalai koziil pontosan kettSt érint. Mutassa meg, hogy a korok
belsé kozos érintdegyenesei egy pontban metszik egymast! (10 pont)

1. megoldas. Jelolje a kdzos belsd érint6kon az érintési pontokat F, F' és G. Tehat e ponto-
kon dtmend hirom érintéegyenesrdl kell beldtni, hogy egy ponton mennek &t. (Az érinték ko-
zott nincs két parhuzamos, mert a rajuk merdleges — a korok kozéppontjait 6sszekotd — egye-
nesek kozott sincs.) Tegyiik fel, hogy ez a harom egyenes
nem egy ponton megy ét, azaz keletkeznek P, S és H met-
széspontok. Ekkor az érintdszakaszok egyenl&ségébdl kovet-
keznek az alabbi irdnyitott szakaszokra igaz egyenldségek:

PE = PF = PS + SF,
SF =5G=SH + HG, (5 pont)
HG=HFE =HP + PE.

Tehat:
PE=PS+SF=PS+SH+HG=PS+SH+ HP + PE. (3 pont)

és igy: PS+ SH + HP =0, azaz a harom pontnak egybe kell esnie. (2 pont)

Megjegyzések. Van a feladat szovegének megfelel6 haromszog, pl. a szabdlyos haromszog.
Ha a hdrom érinté k6zos pontja O, akkor OF = OF = OG. Tehat O a harom kor kozép-
pontjai altal adott haromszdg beirt korének a kdzéppontja.



2. megoldas.

P P

‘145

Erintsék az A kozéppontii R sugard és B kozépponti r sugard korok egymast kiviilr6l az E
pontban és legyen az érint§ egy — F-tdl kiillonb6z6 — pontja P. A PAFE és PBE derékszogi
haromszogekre felirva Pitagorasz tételét és a két egyenldséget kivonva egymasbdl azt kapjuk,

hogy:

PA* - PB>=R?>—¢?
(ez igaz akkor is, ha P egybeesik az FE-vel).

Legyen most P a sik egy olyan pontja, amely nincs rajta a kozéppontokat 6sszekotd egye-
nesen és amelyre teljesiil, hogy:

PA*> - PB?> = R* — 2.

Legyen P-nek az AB egyenesére es$ vetiilete T! A PAT és PBT derékszogili hiromszo-
gekre felirva Pitagordsz tételét és a két egyenlGséget kivonva egymasbdl azt kapjuk, hogy az
AT, TB iranyitott szakaszokra:

PA? — PB* = AT? - TB>.
Tehat:
AT*> ~TB*=R*>—7* azaz (AT +TB)(AT —TB)= (R+7r)(R—7r).

Mivel AT +TB = R+, azt kapjuk, hogy az AT és T'B iranyitott szakaszokra AT —TB =
= R —r, ami azt jelenti, hogy 7" egybeesik E-vel. Ha P az AB egyenesének egy pontja,
akkor P egybeesik T'-vel és az eldbbiek alapjan az E-vel. Tehat a sik azon P pontjainak

halmaza, amelyre:
PA*> - PB>=R>—¢?
az érintd egyenes pontjai.
Alkalmazzuk most az elmondottakat a feladatban szerepld O;, O,, O3 kozéppontu, 7y, 73,
r3 sugard korokre! (Nyilvanvald, hogy Oy, O,, O3 nincsenek egy egyenesen, ezért a rajuk

merdleges érint6k kozott nincs két parhuzamos.)

7z

Legyen az O és O, kozéppontd korok belsd érintSjének az O, és Oz kozéppontd korok
belsé érint6jével valé metszéspontja P. Ekkor az el6bbiek alapjan:

PO% — PO% = r% — 7“%,

PO3 — PO} =13 —13.

(3 pont)

(3 pont)



A két egyenlséget Osszeadva azt kapjuk, hogy:
PO} — PO% =1} — 3.

Igy ismét az elmondottak alapjan P rajta van az O; és O3 kozépponti korok belsd érintjén,
tehat P a harom érintGegyenes kozos pontja.

5. Julcsi ebben félévben matematikdbdl csak négyes és 0tds osztilyzatot kapott. Négyesbol
4 darabot és 6tosbdl 5 darabot. Hanyféle sorrendben kaphatta ezt a 9 darab osztdlyzatot, ha
soha nem kapott egymds utdn kettd darabndl tobb négyes osztdlyzatot?

Megoldas. Az 6tos osztdlyzatokat nézve 6 helyen lehetnek a négyes osztilyzatok: az elsd
0tos osztalyzat elott, az elsd és a masodik 6tos osztilyzat kozott, a masodik és a harmadik
0tds osztalyzat kozott stb.

a) Ha nem kapott Julcsi két négyes osztdlyzatot egymads utdn, akkor a négy darab négyes

6
osztalyzat az 6tdsok 4ltal kijelolt 6 helybdl ( 4> = 15-féleképpen valaszthat6 ki.

b) Ha kétszer kapott egymds utdn négyes osztdlyzatot akkor ez a két, egyenként két négyes
osztdlyzatbol 4116 lehetdség az 6tosok altal kijelolt 6 helybdl <g) = 15-féleképpen vélaszt-
haté ki.

¢) Ha pontosan egyszer kapott egymads utdn két négyes osztdlyzatot, akkor ez a két egymads
utdni négyesbdl és két nem egymds utdni négyesbdl 4ll6 lehetdség az 6tdsok éltal kijelolt

6
6 helybdl 3> = 20-féleképpen vélaszthat6 ki, de a két egymads utdni négyes lehet a két kii-

16nall6 négyes elbtt, kozte és utdna, tehat ebben az esetben 20 - 3 = 60 sorrendet kapunk.

Eredményeink alapjan Julcsi 90-féle sorrendben kaphatta osztilyzatait.
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