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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az z, y, z egész szamokra teljesiil, hogy x + y + z = 2. Tudjuk, hogy az
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0sszeg egy primszdm reciprokdval egyenld. Melyik ez a primszdm?
Megoldas. Mivel x +y+ 2z =2, igy 2 — 1 =1—x —y. Ez alapjan
y+z—l=osy—z—y+1=(x—-1)(y—1).
A tobbi ehhez hasonldan dtalakithato:
yz+rx—1=@w—-1)(z—-1) é zxa+y—1=(z—-1)(xz—1).

Ez alapjan az algebrai tortek Osszege
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Legyen a primszam ¢!

Ekkor (z —1)(y—1)(z — 1) = —q. Azaz felirtuk a ¢ primszam ellentettjét hdrom egész szdm
szorzataként, ami csak Ugy lehetséges, hogy a tényezdk koziil az egyik 1, a masik —1, a har-
madik ¢, vagy kettd darab 1-gyel egyenld és a harmadik —g-val, vagy kett6 —1-gyel egyenld

egy pedig —g-val.
Az eld eset teljesiil, ha pl. x =2, y =0, z = ¢+ 1 (ez szimmetria okokbdl feltehets), ebbdl
kapjuk, hogy 2+ 0+ ¢ + 1 = 2, amibdl kapjuk, hogy ¢ = —1, ami nem prim.

A masodik eset teljesiil, ha pl. x =2, y =2 és z = —q + 1. Ebbdl kapjuk, hogy

24+2—q+1=2, azaz q=3.



A harmadik esetén pl. £ =0, y=06és 2= —q+ 1. fgy 0+0+ —¢g+1 =2, innen g = —1.

A q =3 esetben tehdt x =2, y =2, z = —2. Ekkor a feladatban szerepld tortek egyiké-
nek sem 0 a nevezdje. Ellen6rzéssel meggy6z8dhetiink az eredményiink helyességérdl. Tehat
a keresett prim a 3.

2. Tekintsiik azokat az emeletes hatvanyokat, melyek csupa 2-es szdmjegy felhasznédlasaval
alkothatok. (Tehdt a kovetkez6 szamok szerepelhetnek benniik az egyes szinteken: 2, 22,
222,2222,...,222...2 = By.)

k
Melyik a legnagyobb értéki ilyen emeletes hatvdny, amely pontosan 2013 db 2-es szdmjegy
felhasznélasaval képezhetd?

1. megoldas. Vezessiik be a kovetkez$ jeloléseket. Egy k szintli emeletes hatvany legalsé
szintjén levé szam legyen A, a folotte levé A,, majd Aj stb., végiil a legfels6 szinten
1évo Ak

a) Eldszor megmutatjuk, hogy a legnagyobb szdmként csak olyan emeletes hatvdny johet
szoba, melynél minden l-re teljesiil, hogy A; < Apy;.

Ennek igazoldsdhoz el§szor beldtjuk, hogy: Bliﬁ’;)w < Blin”)w (r 21, x 2 1). Miutén ezt
igazolni fogjuk, mar egyszer( a dolgunk: ha ldtunk az emeletes hatvdnyban szomszédos szin-
teken forditott sorrendben 1évé szdmokat, akkor felcseréljiik 6ket, és ezzel garantaltan no-
veljiik a hatvany értékét. Szomszédos szamok cseréjével pedig végiil eljuthatunk a teljesen
rendezett dllapotig.

Bliﬁf;)z < BéBHT)I bizonyitdsa:

Az egyszerliség kedvéért vezessiik be adtmenetileg a kovetkezd jeloléseket:

a = By, illetve b = By,. Tehit b < a, s6t 10b < a. Bizonyitandd, hogy a®* < b*".
Elbszor tekintsiik a b = 2 esetet.

Legyen 2"~ < a < 2". Ekkor a®" < 2™?", illetve 2T < pa” Elég tehat bizonyitanunk,
hogy 2" < 22" By ekvivalens azzal, hogy n - 2% < 2("1% azaz, hogy n < 2("~2)*,
Mivel b < a, ezért a < 2"-b8l kovetkezik, hogy n = 5. n = 5-re 5 < 2°% trividlisan igaz, a
tobbi n-re teljes indukcidval adédik a kivant egyenl6tlenség. (Bal oldal 1-gyel nd, jobb oldal
2-szeresére valtozik.)

Legyen most b > 22 és b < a < b?, vagyis az el6z6 eset jelolésével élve: n = 2.

Ekkor a®* < v**". Elég megmutatnunk tehat, hogy b*" < %", azaz, hogy 2b* < a®. Mivel
viszont 10b < a, ezért 2b° < 106" < a”.

Legyen végiil b > 22 és n > 3 olyan egész szam, melyre b" ' < a < b".

Ekkor a®” < b™"". Elég tehat beldtnunk, hogy b""" < b%", azaz, hogy n-b% < a®. 0"~ ' < a
miatt 5* 1) < 4%, ezért elég beldtni, hogy n - b* < b°™ ™1, ami egyenértékii azzal, hogy
n < b*" 2 p=3ra 3 <b® = """, Nagyobb n-ekre teljes indukciéval lathatS, hogy
igaz az egyenl6tlenség. (n-et 1-gyel novelve a bal oldal 1-gyel nagyobb, a jobb oldal viszont
b*-szeresére nd.)



b) Konnyen igazolhaté a kovetkezd Osszefiiggés:
1>2re: By <25

Val6ban, teljes indukcidval: [ = 2-re: 222 < 1024 = 2! < 2?2, Ha pedig valamely k-ra mar
belattuk, hogy By, < 25k, akkor k + 1-re:

Biis < 2% By <2428k = 2Bt < 9Bk

c¢) Szintén konnyen adddik, hogy:
202 < 2%,
Valgban: 2222 < (2°)% = 252 < 22" < 27",

222

d) Most mdr egyszerii beldtnunk, hogy a keresett legnagyobb emeletes hatvdny: 2% , ahol
az als6 2011 db szinten 2-es szdm szerepel, a legfelsé szinten pedig 22.

— Ha a legfelsd szinten 1év6 By szdm 3, vagy tobb jegyi lenne, akkor a b) pont szerint
tudndnk novelni a hatvany értékén, ha kicseréljiik Bj-t 25+-1-gyel.

— A legfelsé szam tehdt legfeljebb 22 lehet. Ekkor viszont a ¢) pont miatt nem lehet alatta

sz
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22-es szam, hiszen akkor a legfelsd két szinten 1év6 2222-t 2> -re cserélve megintcsak no-
velhetnénk a hatvany értékén.

— Ezért tehat valoban az a legnagyobb hatvany, melyben csak a legfels6 szinten van 22-es,
alatta pedig csupa 2-esek, hiszen ez nagyobb anndl a hatvdnyndl is, melyben minden szinten
2-es szam szerepel. g

2. megoldas. Jelolések. Pozitiv egész m-re bevezetjik az aldbbi két jelolést. Legyen
2, =2(10™ —1)/9, azaz m darab kettesbdl 4ll6 szam. Legyen tovabba A(m) a kovetkezd:
A(1) =2, A(2) = 22, m > 2-re pedig A(m) = 241,

A feladatunk az, hogy megmutassuk, hogy az n darab kettesbdl 4ll6 emeletes hatvanyok ko-

ziil A(n) a legnagyobb, és minden mds kisebb ndla. Teljes indukciéval bizonyitunk. Az &l-

litds n = 1, 2-re nyilvanvalé: Tegyiik fel, hogy n — 1-ig igaz, lassuk n-re, ahol n = 3.

1. segéddllitds. Ha m > 1, akkor 2" > 2, .

Bizonyitds. Ez m = 1-re nyilvanvalé (2'! = 2048 > 22). Ha pedig valamely m-re igaz, akkor
m1

117+ = 11 11 > 11" + 11, hiszen 11™ > 11/10, vagyis 2'"""" legaldbb még 11 darab

2-es tényezGt tartalmaz, ami legalabb 2048-szorosara noveli 21" e, 2m+1/2m < 100, hiszen

2m+1-nek csak eggyel tobb jegye van, mint 2,,-nek. Innen indukcidval kész. 0

2. segédadllitas. Ha m = 1, akkor A(m + 1) = 11A(m).

Bizonyitds. Ez m = 1-re nyilvdnval6. Ha k& = 10, akkor 28 > 11k (k = 10-re 1024 > 110,
utdna a bal oldal kétszeresére, a jobb oldal 11-gyel n6, ami (k + 1)/k < 2 miatt kevesebb,
mint a kétszerese, indukcid, mint az el6bb). Ha m = 2, akkor A(m) > 10, és ezzel készen
is vagyunk. O

Most tegyiik fel, hogy adott a B, n darab kettesbdl all6 emeletes hatvany.

(1) Ha a legals6 alapban 2-es 4ll, akkor az indukcids feltevés alapjin

B =29 <2401 — A(n),



egyenlGség pontosan akkor all fenn, ha C' éppen A(n — 1), ekkor B éppen A(n).

(2) Ha a legals6 alap maga B, akkor B =2, < 2721_1, hiszen egy n — 1 jegyli szdm négyzete

legalabb 2n — 3 jegyti, B pedig n jegyti: ha n > 3, akkor ez elég is, n = 3-ra 22% > 222
trividlisan. Ezzel ezt az esetet visszavezettilk arra, amikor B val6ban egy hatvany.

(3) Maradt tehat annak bizonyitdsa, hogy ha B legalsé alapja 2,,, ahol 1 < m < n, akkor
B < A(n). Haszndlva az indukcids feltevést és a segédallitdsokat:

B=20< 2¢b(n—m) < (211m*1)A(nfm) — ™ A(n—m) < HA(n—1) _ A(n).

3. Adott az ABC' tompaszogli haromszog. (A C-nél 1évd szog nagyobb 90°-nél.) Bizonyit-
suk be, hogy az ABC hdaromszog feldarabolhaté 7 db hegyesszogli haromszogre.

Megoldas. Huzzuk be az ABC haromszog szogfelezdit, ezek legyenek rendre f,, fy és fe.
Tudjuk, hogy a hiarom szogfelez6 egy pontban metszi egymast, ez pedig az ABC harom-
szog beirt k korének O kozéppontja. A k beirt kor sugara legyen r, atmérgje d. A megfeleld
oldalakon taldlhat6 érintési pontok legyenek rendre A’, B’ és C'. A k kor és az f, szog-
felez6 metszéspontja legyen K, mig a k kor és az f;, szogfelez6 metszéspontja legyen L.
K-n, illetve L-en keresztiil hizzunk mer6legeseket az f,, illetve az f; szogfelezdkre, ezek
legyenek f. és f;. Az f. és f} egyenesek érintik a k kort a K, illetve L pontban. Az f!

egyenes messe AB-t D-ben, AC-t pedig E-ben. Az f} egyenes pedig messe AB-t F-ben,
mig BC-t G-ben.

A D c’ a B

Azt dllitjuk, hogy a kovetkezd feldaraboldssal nyerheté 7 haromszog mindig megfelels lesz.
A CEDF( otszdog a CO, FO, DO, FO, GO szakaszokkal felvaghaté 5 db haromszogre.
Ezekhez jarul még az ADE és BGF haromszog.

Ez ut6bbi két haromszog egyenld szard hegyesszogli haromszog, tehat veliikk nincs gond.
Most vegyiik sorra az 6tszog feldaraboldsdval keletkezd 5 db haromszoget.

(1) ElGszor tekintsik az FDO héaromszoget. Mivel FK = KD, KO pedig merSleges
ED-re, ezért EDO egyenld szaru. Elég tehat a DOE szogr6l beldtni, hogy hegyesszog.
A DEA és a C'B’'A hiromszogek hasonldak, hiszen mindketté egyenld szari. Ezért
d> B'C' > DE, tehit d > DFE, ezért pedig a DE-re, mint 4tmérére emelt Thalész-kor su-
gara kisebb, mint r, igy pedig O a Thalész-koron kiviil van, tehat valéban DOE<t < 90°.
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(74) Anal6g gondolatmenet mutatja, hogy az FGO hdromszog is hegyesszogi.

(i71) Tekintsiik most a DFO hdromszioget. Mivel DK = DC’, KO = C'O = r, tovdbb4
OKD< = 0C'D<=90° ezért az OKD és OC’'D hdromszogek egybevdgéak, tehat
a KDO és a C'DO szogek egyenldek, igy a C'DO szdg hegyesszdg. Analég gondolat-
menet révén adédik, hogy a C'FO szog is hegyesszog, hiszen megegyezik az LFO szog-
gel. Mivel pedig DC' = DK és C'F = FL, ezért DF = DK + FL = (ED +GF)/2. Lat-
tuk kordbban, hogy ED < d és GF < d, ezért DF = (ED + GF)/2 < d is teljesiil, tehat
a DF-re emelt Thalész-kor is kiilsejében tartalmazza az O pontot, igy pedig a DOF' szog
hegyesszog.

o~

(7v) Most tekintsiik a GC'O hdromszoget. Az el6z6 gondolatmenet mintdjara adédik, hogy
GA'O egybevagé GLO-val, igy az A'GO szdg megegyezik az LGO szoggel, tehat A'GO
hegyesszog. A'CO nyilvan hegyesszog, hiszen éppen a C-nél 1év6 tompaszog fele. A'CO
ugyanakkor éppen ezért nagyobb 45°-ndl, tehit az A'CO derékszogdi hdromszdgben
A'CO< > COA'«, kovetkezésképp r = A'O > A’C. Mivel pedig A'G = GL < r-t mér ko-
rabban beléttuk, igy CG = A'C + A'G < 2-r = d. Tehdt a CG-re rajzolt Thalész-koron ki-
viil fog esni az O pont, igy pedig a COG szog is hegyesszog.

(v) Végiil a CEO haromszogre a GC'O haromszognél elmondottak analdgidjara igazolhato,
hogy & is hegyesszogii.

Ezzel megmutattunk egy alkalmas feldaraboldst 7 db hegyesszogii haromszogre.

A bizonyitas soran semmit nem hasznéltunk fel az ABC haromszogrdl, azon tdl, hogy C-nél
tompaszdg van.



