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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Dia 37 napon &t, minden nap legalabb egy feladatot megoldva késziilt az Arany Déniel
matematikaverseny dontdjére. Bizonyitsuk be, hogy volt néhdny szomszédos nap, melyeken
osszesen 13 feladatot oldott meg, ha tudjuk, hogy legfeljebb 60 feladatot csindlt meg Ossze-
sen.

1. megoldas. Jeldlje a; (i = 1,2,...,37) az i. napon megoldott feladatok szdmadt. Tud-
juk, hogy a; = 1. Haszndljuk fel, hogy ha az a; (i = 1,2,...,n) egész szamokbdl képezziik
az ay,a; +ay,...,a; +az + ...+ a, szdmokat, akkor ezek valamelyike vagy a skatulya elv
miatt valamely kettd kiilonbsége oszthaté n-nel, hiszen n darab szdmunk van, ami megegye-
zik a lehetséges maradékok szdmadval.

Tekintsiik az elsé 13 napon megoldott feladatok szdmabdl képzett 6sszegeket!
a, ay+a, ..., a+a—+...+ a3,

ekkor ezen 0sszegek valamelyike vagy koziiliik valamely kettd kiilonbsége oszthaté 13-mal.
Ha valamely elem vagy a kiilonbség éppen 13, akkor készen vagyunk, ha nem ennyi, akkor
legaldbb 26.

Tekintsiik most az
a4, au4t+ais, ..., Guatais+...+ae

Osszegeket. Az el6bbi Allitast alkalmazva, erre ugyandgy igaz, hogy ezen Osszegek vala-
melyike vagy koziiliikk valamely kettd kiilonbsége oszthaté 13-mal. Ha valamely elem vagy
a kiilonbség éppen 13, akkor készen vagyunk, ha nem ennyi, akkor legaldabb 26.

Nézziik most a fennmaradé elemeket: ay7, ass, ..., az7. Mivel a; +ar + ...+ az7 < 60, és
ha fenndllnak az eddig elmondottak, akkor

a27+a28—|—...+a37§60—2-26:8.

Ez viszont nem lehetséges, mivel Dia minden nap legaldbb egy feladatot megoldott.

fgy valamely kordbbi elem vagy kiilonbség éppen 13 kell, hogy legyen. Ezzel a feladat 4l-
litdsat igazoltuk.
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2. megoldas. Jeldlje s; (i = 1,2,...,37) az els6 ¢ napon Dia éltal 6sszesen megoldott fel-
adatok szamat. Ekkor a feltételek alapjan

1§51<82<...<S37§60.

Az egyenlbtlenséglanchoz 13-at hozzdadva kapjuk, hogy

14<s1+13<s,+13<...<s37+13 <73,

Mivel 1-t6l 73-ig 73 db pozitiv egész szdm van és az s, Sy, S37, S1 + 13, so + 13, ...,
s37 + 13 szamok felsoroldsakor az [1;73]-bél 74 db pozitiv egész szdmot frunk fel, ezért
a skatulyaelv miatt a szdmok kozott kell lennie legaldbb 2 azonosnak.

Vegyiink két egyenl$ elemet az {sy,s2,..., 837,81 + 13,50+ 13,..., 837 + 13} halmazbdl.
Ezekre nem dllhat fonn az s; = s; vagy s; + 13 = s; 4+ 13 egyenl6ség i # j esetén, mivel
az s; < s;, ha 1 < j az s;-k definicidja miatt. Azaz az (sn) sorozat szigordan monoton no-
vekvo.

Tehdt s; = s;+ 13 kell, hogy teljesiiljon valamely 1 < i # j < 37 esetén. Ismét csak az (s,,)
sorozat szigortian monoton novekedése miatt j < ¢ kell, legyen.

Tekintsiik tehdt a j < 7 esetén fenndll6 s; = s; + 13 esetet. Ekkor s; — s; = 13, ami éppen azt
jelenti, hogy Dia a (j+1)., (j +2)., ..., 7. egymdst kovetd napokon Gsszesen 13 feladatot
oldott meg. Ezzel az allitast belattuk.

2. Hanyféleképpen lehet ugy kivalasztani egy n x n-es tdblazat néhdny mezgjét, hogy seme-
lyik két sorban ne egyezzen meg a kivélasztott mezdk szdma €s semelyik két oszlopban se
egyezzen meg a kivalasztott mez6k szdma?

Megoldas. Tekintsiink egy megfeleld kivalasztast.

Egy sorbdl kivalasztott mezdk szdma 0,1,2,...,n lehet, ami Gsszesen n + 1 lehet8ség,
vagyis pontosan egy olyan lesz koziililk, amit nem kapunk meg, legyen ez i. Az oszlopoknél
ugyanez teljesiil, legyen j az az egyetlen 0 és n kozé es6 egész szam, amely egyik oszlop-
ban sem adja meg az onnan kivdlasztott mez&k szdmat. A tdblazatbol Osszesen kivalasztott
mezOk szama egyrészt 1 +2+...4+n — ¢, masrészt 1 +2+ ... +n — j, ezért i = j, vagyis
ugyanaz az érték hidnyzik a sorokndl és az oszlopokndl.

Ha van iires sor, akkor nem lehet teljes (n kivalasztott elemet tartalmazd) oszlop, igy ¢ = j
értéke csak 0 vagy n lehet.

Az igy kapott két esetben ugyanannyi megfeleld kivdlasztds 1étezik, hiszen egy olyan kiva-
lasztasnal, ahol a hidnyzé érték i = 5 = 0, a kiilonb6z6 sorokbdl (oszlopokbdl) nem kivalasz-
tott mezdk szdma éppen 0, 1,...,n — 1, vagyis a nem kivalasztott mez8kre szintén teljestil
a feltétel, csak a hidnyzo érték az n (és ugyanez megforditva is igaz.)

Vizsgaljuk mondjuk azt az esetet, amikor a kivalasztott mezdk szama 1,2, ...,n valamilyen
sorrendben (a sorokban és az oszlopokban is).

A sorok és az oszlop sorrendjét cserélgetve elérhetd, hogy az i. sorban és az i. oszlopban
legyen pontosan ¢ kivalasztott mez6 minden 7 = 1,2,...,n esetén. Megmutatjuk n-re vo-
natkoz6 teljes indukcidval, hogy ekkor pontosan egyféle j6 kivdlasztds l1étezik. Ez n = 1-re
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nyilvanvald, folytassuk az indukciés 1€pés igazoldsaval: tegyiik fel, hogy n = k — 1-ig mar
igazoltuk az allitast, most belatjuk n = k-ra is. A k-adik sorbdl és a k-adik oszlopbdl minden
mez6t ki kell vdlasztanunk. Pontosan akkor kapunk megfelel6 kivalasztast, ha az elsd k£ — 1
sor és az elsé k — 1 oszlop éltal meghatdrozott (k — 1) x (k — 1)-es tdbldzat i-edik sordbdl
és oszlopdbdl is pontosan ¢ — 1 mez6t valasztunk ki. Az indukcids feltevés szerint ezt ponto-
san egyféleképpen lehet megtenni (haszndlva korabbi észrevételiinket, miszerint ugyanannyi
jo kivalasztds van, ha a hidnyzé érték a 0, mint ha k). Ezzel az indukciés 1épést igazoltuk. 4 pont

Vildgos, hogy ebben az el6bbi esetben ugyanannyi jé kivélasztds van, mint az 9sszes tobbi
sorrend esetében: a sorokndl és az oszlopokndl is n! féle sorrend lehetséges, igy Osszesen
(n!)? féle lehetdség van. Tehat a megfeleld kivalasztisok szdma 2(n!)?. 2 pont

3. Tegyiik fel, hogy ABCD hirnégyszog, és a k olyan kor, mely a hirnégyszég minden ol-
dalat két pontban metszi. Tekintsiik, az dbran lathaté médon, az ABC' D belsejében 1étrejovd
la, Up, Lo, £p iveket. Bizonyitsuk be, hogy az £4 és ¢ ivek hosszanak Osszege egyenld
az {p és {p ivek hosszdnak Osszegével.

Megoldas.

Bevezetiink néhany jelolést a megoldas sordn el6for-
dulé pontokra. Az ABC'D és k metszéspontjait je-
16lje Ap, Ba, Be, Cp, Cp, D¢, D4, Ap, ahol Xy
az XY oldalon X-hez kozelebbi metszéspont. Jelolje
tovabba Fap, Fsc, Fop és Fpy a k kor ABCD-n
kivili iveinek felezGpontjat. Valamint legyen O a k
kor kozéppontja.

Ezeket a jeloléseket foglaljuk 6ssze az dbran.
1 pont: 4bra, jelolések




Legyen L, az (-t tartalmazé Fpa—Fap iv, Lp az {p-t tartalmazd6 Fap—Fpc v, Lo
az {o-t tartalmazé Fpo—Fop v, Lp pedig az {p-t tartalmazé Fop—Fpa iv. Mivel az Fap,
Fpe, Fop és Fpy pontok az ABCD-n kiviili ivek felezGpontjai, elegendd beldtni, hogy
az Ly és az L 1vek hosszosszege egyenlé az L és Lp ivek hosszosszegével:

h . h
|Lal + |Lc| = [€al + [lc| + 50 illetve |Lp|+ |Lp| = |¢B| + [¢p| + 5

ahol h az ABC D-n kiviili ivek hosszosszege. 2 pont: 4ttérés nagyobb ivekre

Tovabba, ha r a k kor sugara, akkor

2rm - FpaOF <

|La|l =

360° ’
L] = 2rm - FypOFpc<
360° ’
‘LC’ _ 2rm - FpoOFop<
360° ’
2rm - FopOFpa<
|Lp| = 360° ;
igy elegendd a szogekre vonatkozd
(%) FppaOF sp<t+ FpcOFop<t = FapOFpeo<<+ FopOFpa<

egyenlGséget belatni. Az ABC'D hirnégyszog A-nal, B-nél, C-nél és D-nél levs szogeit
rendre «-val, §-val, y-val és d-val jelolve allitjuk, hogy

FpAOF <t = 180° — a, (1)
FapOFpc< = 180° — 3, 2)
FpcOFcp<t = 180° — 7, 3)
FepOFpa<t = 180° — 6. 4)

Ekkor a szogekre vonatkozé (x) egyenlGség kovetkezni fog abbdl a hiirnégyszogekre vonat-
kozé ismert tételbdl, mely szerint o + v =+ § = 180°. 3 pont: attérés szogekre

A feladatban kittizott allitds bizonyitdsdhoz tehat most
mar csak az (1)-(4), egyenlGségeket kell igazolnunk,
ehhez nyilvan elég (1)-et megmutatni, (2)—(4) ugyan-
ugy kovetkeznek. Az OFp4 egyenes messe D A-t
a P pontban, az OF4p pedig messe AB-t a () pont-
ban.

Egyelore tegyiik fel, hogy O az ABCD belsejében
fekszik.




Mivel OFpa a D4 Ap szakasz szakaszfelez6 merSlegese, OF4p pedig az ApB4 szakasz
szakaszfelez6 merGlegese, az OPAQ) négyszogben a P és () csicsokndl derékszog van.
Ekkor

FpaOF < = POQ< = 360° — 90° — 90° — o = 180° — v,

ezzel (1) bizonyitdsa kész.

Fontos kiegészités, hogy az O pont nem sziikségszerlien fekszik az ABC'D négyszog bel-
sejében. Az dltalanos esetet iranyitott szogekkel szamolva intézhetjiik el: az AB irdnyitott
egyenes 90°-os elforgatottja az F4pO irdnyitott egyenes, mig az AD iranyitott egyenes
90°-o0s elforgatottja az OFp4 irdnyitott egyenes. Igy az FapOFpa szog kiegészit szoge
éppen «, amibdl (1) nyilvdn kovetkezik.

Ezzel a bizonyitas készen van.

(4 pont: ha a megoldas éltalaban is miikodik; 2 pont: ha a megoldas csak ABC D-beli O-ra
miikodik.)



