Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2018/2019-es tanév
1. fordulé
Haladok I. kategéria

Megoldasok és javitasi itmutato

1. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet, ha x €s y pozitiv egész szdmok:

1 1 1
— Y —=— (n'=1-2-...-n) 7 pont
x!yloz!

1 1 1 1
Mivel a szerepl$ tortek pozitivak, ezért = < valamint = < Ebbél kovetkezik, hogy

x! oz vtz
x>z6Esy>z tehitx >2ésy > 2. 1 pont
Mivel x! =x-(x—1)-...-(z+1)-z!,ezértx! > 2-z!,ugyanigy y! = y-(y—-1)-...-(z+1) -z},
ezérty! > 2.zl 2 pont
P . . 1 1 . 1 1 1
Ebbdl kovetkezik, hogy — < — - —, valamint — < — - —, ezeket Osszeadva — + — < —. 2 pont
x! 2 z yl 2 z! x! oyl !

Az egyenl@ség csak ugy valdsulhat meg ha

x-(x=1-...-(z+1) =2

és

y-(y=1-...-(z+1)=2.
Ez csak ugy kovetkezhet be, ha a szerepl$ szorzatok egy t€ényez6bdl allnak, és x = 2, valamint
y=2,z+1=2,azaz z = 1. 1 pont
Ez a szdmhdrmas val6ban megolddsa az egyenletnek. 1 pont
Osszesen: 7 pont



2. Attila kisoccse megkapta élete els6 zsebszdmologépét. Rogton elkezdte egymds utdn Osszeadni
a pozitiv egész szamokat, és amikor a kijelz6 mar 1000-et mutatott eredményként, biliszkén
megmutatta Attilanak. ,,Egy szdmot kihagytél, Ocsi.” — mondta révid gondolkodés utdn a baty.

Melyik volt ez a szdm, ha tudjuk, hogy az 6csi tobb hibat nem kovetett el? 7 pont

Megoldas. Ha n-ig jol adta volna 0ssze a szdmokat, az dsszeg lett volna. 1 pont
. ; 3 3 ) ) nn+1)

A kihagyott szdm legaldbb 1 és maximum n, igy n-re az 1001 < < 1000 + n

egyenl6tlenség-rendszernek kell teljestilnie. 1 pont

A bal oldali egyenlGtlenséget talakitva n? + n — 2002 > 0-t kell megoldanunk. A megold6kép-

letben V8009-¢et kell megbecsiilniink, ez biztosan kevesebb, mint 90, szadmoldssal igazolni kell,

hogy tobb, mint 89. 1 pont
(Ez a pont akkor is jar, ha a versenyzd fiiggvénytablazat segitségével helyesen kozeliti V8009
értékét.)

Igy az egyenlStlenség megolddsa n < —45 vagy n > 44 1 pont

A jobb oldali egyenl6tlenség dtrendezve az n> — n — 2000 < 0 egyenldtlenséget adja. Ennek
megoldasa: —44 < n < 46 1 pont

(Megjegyzés: Itt nem kell a megoldéképletben szerepld gyok értékére adott becslésre pontot
adni, a két azonos elvli megoldésra 0sszesen 1 pont adhatd.)

Mivel n porzitiv egész szam, igy az egyenlStlenség-rendszer egyetlen lehetséges megoldédsa

n =45. 1 pont
Az elsS 45 pozitiv egész szam Osszege 1035, igy a kihagyott szdm a 35 volt. 1 pont
Osszesen: 7 pont
44 - 45 46 - 47
Megjegyzés. Amennyiben a versenyzd megdllapitja, hogy kevesebb, mint 1000, a
-(n+1
mar tdl sok, tehat 45 szamot adott 6ssze, de nem hivatkozik az %) — n fliggvény mono-

tonitdsara, akkor legfeljebb 4 pontot kaphat.



3. Legyen az ABC egyenl§ szard, C-nél derékszogd haromszogben AD silyvonal. A C-bdl AD-
re allitott merdleges egyenes AB-t az E pontban metszi. Hogyan ardnylik az EB szakasz a
haromszog atfogdjahoz?

1. megoldas. Tiikrozziik a hdromszoget az AB atfogéra, legyen C B F c’

cstcs képe C’'. A tiikrozés tulajdonsdgai miatt ACBC’ négyszog K
négyzet. ’
A CE egyenes BC’-vel val6 metszéspontja legyen F. Mivel
AD 1L CF, AC L CB,CD L BF és AC = CB, ezért az ACD

és CBF hiromszogek egybevigok (a négyzet kozéppontja koriili
90°-os forgatds viszi egyiket a masikba).

Vagyis CD = BF miatt F felez&pontja BC'-nek. C A

Mivel a CAE és FBE haromszogek megfelel$ oldalai parhuzamosak (vagy mert szogeik pa-
ronként egyenlSk, egy csucsszogpar és két valtoszogpar lathatd), e két haromszog hasonld, a
hasonlosdag ardnya CA : FB=2: 1.

Igy az E pont az AB szakasz B-hez kozelebbi harmadolSpontja, azaz a keresett ardny 1 : 3.

Osszesen:
2. megoldas. A haromszog befogéinak hossza legyen a, és hasz- B

néljuk az abra jeloléseit! Allitsunk merdlegest E-bl a haromszog
befogdira. Legyen CG = x, ekkor AG = a — x. H E

GE = a — x, hiszen AEG hiromszog is egy egyenl0 szdru derék- p
sz0gl haromszog.

CGE hiromszog hasonléo ACD haromszoghoz, mert szogeik merd-
leges szarui nem tompaszdgek, tehat egyenldk.

A megfelel6 oldalak ardnyat felirva:

ebbdl 3x = a.

Mivel HE = x és EBH haromszog hasonl6 ABC haromszoghoz (mindkett6 egyenld szaru €s
derékszogii), a keresett ardny 1 : 3.

Osszesen:

7 pont

1 pont

2 pont
1 pont

2 pont
1 pont

7 pont

1 pont

1 pont

2 pont

2 pont

1 pont

7 pont



4. A H = {a; b; c; d; e} halmaznak hanyféleképpen adhatjuk meg hdrom olyan kiilonb6z6 harom-
elemd részhalmazat, amelyek uniéja H? 7 pont

1. megoldas. Legyen x azoknak a betliknek a szama, amelyek csak egy részhalmaznak elemei, y
azoknak a bettiknek a szdma, amelyek pontosan két részhalmaznak elemei, z azoknak a betiiknek
a szdma, amelyek mindharom részhalmaznak elemei.

X+y+z=95 és X+2y+3z=9, 1 pont

innen y + 2z = 4, azaz harom lehet§ség van:
a)z=2,y=08sx=3 vagy b)z=1,y=2¢éx=2 vagy c¢)z=0,y=4¢éx=1. 2 pont

Az a) esetben a lehetdségek szama 10, ennyiféleképpen valaszthato ki az
a két elem, amelyik mindhdrom halmazban benne van. 1 pont

A b) esetben a lehetGségek szdma 5 - 6 - 2 = 60, mert otféleképpen
vélaszthato ki a kozépre keriil§ elem, a maradék négybdl hatféleképpen
az a kettd, amelyik csak egy halmaznak eleme, és a maradék kettSt a
végén kétféleképpen helyezhetjiik el. 1 pont

A c) esetben a lehetGségek szama 10 - 3 = 30, mert tizféleképpen valaszt-
hatjuk ki azt a kettSt, amelyik két halmaznak is eleme, ezutdn a maradék
harombdl haromféleképpen azt az egyet, amelyik csak egy részhalmaznak

e

eleme. 1 pont
Az Osszes lehetGség szama: 100. 1 pont
Osszesen: 7 pont
2. megoldas. A H halmaznak 6sszesen 10 darab haromelemd részhalmaza van. 1 pont
Ezek koziil hdrom kiilonbozét ]30% = 120 féleképpen lehet kivéalasztani. 1 pont

A kivélasztott harom részhalmaz uni6ja akkor és csak akkor egyenld a H halmazzal, ha az unidjuk
otelemd. Azt szdmoljuk ki, hogy a harom részhalmaz unidja hiny esetben nem lesz otelemd.
Héiromelemid halmazok unidja nyilvan legaldbb hiromelemd, és ha a halmazok kiilonbozdk,
akkor az unigjuk legalabb négyelemd. Tehat a hdrom kivélasztott részhalmaz unidja pontosan
akkor nem egyezik meg a H halmazzal, ha ez az uni6 négyelem, azaz ha a harom részhalmazt
a H halmaz valamelyik négyelemi részhalméanak elemeibdl allitjuk eld. 2 pont

A H halmaznak 0sszesen 0t négyelemi részhalmaza van, és ezek mindegyikének négy harom-
elemd részhalmaza van. 1 pont

Barmely négyelemd részhalmaz esetén az adott részhalmaz négy haromelemd részhalmaza koziil
négyféleképpen lehet kivdlasztani hdrmat. 1 pont

Ezért 0sszesen 5 - 4 = 20-féleképpen lehet ugy kivalasztani hdrom hdromelem( részhalmazt,
hogy az uni6juk csak négy elemd legyen, azaz ne legyen egyenld H-val, tehat 120 — 20 = 100
esetben lesz egyenld a kivélasztott részhalmazok uniéja H-val. 1 pont

Osszesen: 7 pont



5. Laja a lajhdr hosszi — 1 6rés — vandoritra indul az amazonasi fék tetején. Lajanak kezdetben 100
»energidja” van, és minden perc sordn két lehet8ség koziil valaszthat:

* vagy egy percre megdll és megeszik egy papaya-gyliimolcsot, igy 1-gyel noveli az energidjat,

* vagy az adott perc soran teljes er6bedobdssal maszik; ekkor pontosan annyi cm-t tesz meg,
amennyi az energidja, de a perc végére 1-gyel csokken az energidja.

Milyen messzire juthat Laja egy Ora alatt, és mit kell ehhez tennie?

1. megoldas. Nincs értelme annak, hogy Laja az egyik percben mészik, és a kovetkez8 percben
pihen, mert a két perc sordn felcserélve a cselekvéseket 1 cm-rel messzebb jutna, és a masodik id6-
pontokban ugyanannyi lenne az energidja a két esetnél. Emiatt Laja akkor juthat a legmesszebbre,
ha az elején egy ideig — mondjuk ¢ percig — pihen, majd végig maszik.

(Ez a gondolat valamilyen formdaban.)

Ekkor a #-t61 fligg6 megtett tavolsag:

t db 59—t db

—_——
s@)=0+0+...+0+(100+2) + (100+t—1)+...+ (100+¢— (59 —1))
s@)=060-)(100+t)—(1+2+...+(59-1)) =
60-1)(59-1) N 60-1)(200+ 2t —59+1)

2 - 2
_(60-0(141+31) =312 +39r+8460  —3 (1 —6,5)* + 8586, 75
B 2 B 2 B 2

= (60—-1)(100 +1¢) —

s(1)

(s(t) szorzat alakja/szamtani-mértani kozép is hasznalhato)

s(¢t) maximuma nyilvén ¢ = 6-nél vagy ¢ = 7-nél lehet, mindketts esetén s(6) = s(7) = 4293 cm
a megtett tadvolsag.

Azaz Laja 4293 cm-t tehet meg, és ehhez 6 vagy 7 percet kell az elején pihennie.

2. megoldas. Nincs értelme annak, hogy Laja az egyik percben maszik, és a kdvetkez$ percben
pihen, mert a két perc sordn felcserélve a cselekvéseket 1 cm-rel messzebb jutna, és a masodik id6-
pontokban ugyanannyi lenne az energidja a két esetnél. Emiatt Laja akkor juthat a legmesszebbre,
ha az elején egy ideig — mondjuk ¢ percig — pihen, majd végig maszik.

(Ez a gondolat valamilyen formaban.)

Nézziik meg, hogy mi torténik, ha 7, illetve ha (¢ + 1) percig piheniink!
Az els§ esetben a megtett tdvolsag (0sszegként):

t db

—
s()=0+0+...+0+
60 db

+ (100+7)+(100+t=1)+. . .+ (100+7—=(57-1)) + [(100+t—(58—t))+(100+t—(59—t))]

7 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

2 pont



A masodik esetben pedig:

tdb

—_————
s@+1)=0+0+...+0+0+ (100 +1+ 1)+
58—t db

+(100+2)+ (100+7-1)+...+(100+7 - (57 —1))

1 plusz perc pihenés a képlet ,.elején”” hozzdad (100 + ¢ + 1) cm-t, de elvesz a ,,végén”

100+t —-(58 1))+ (100+7—(59—1)) = (42 +2t) + (41 + 2¢) = 83 + 4¢ cm-t.

Addig kell ,,varni”, amig s(z) < s(¢ + 1) teljesiil, azaz ¢ akkor ,,j6”, ha erre a kiilonbségre mar:

101+ <83+4r—->18<3tr—>6<t

(ést = 6-ra s(6) = s(7) persze).

Ellendrzés: az s(6) = s(7) esetet végigszdmolva:
_54-(106 +53)

s(6)=0+0+0+0+0+0+106+105+...+53 = 4293, illetve

53 - (107 +55)

2
Azaz Laja 4293 cm-t tehet meg, és ehhez 6 vagy 7 percet kell az elején pihennie.

= 4293 adddik.

s(7H=0+0+0+0+0+0+0+107+106+...+55=

Osszesen:

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

7 pont



