A 1999/2000. Arany Daniel MATEMATIKA I.Fordul6 /kezdok/
feladatmegoldasai

1. Mi lehet az a természetes szam, amely négyzetszam lesz, ha hozzaadunk 5-6t, de
négyzetszam lesz akkor is, ha elvesziink beldle 11-et?

/6 pont/
Megoldas:

A keletkezett négyzetszamokat jeldljiik x*-tel, illetve y*-tel. Ekkor a négyzetszamok kozti
kildnbség 16, tehat x?>-y?>=16, szorzattd alakitva (x+y)(x-y)=16. /1 pont/

Mivel x, y természetes szam, ezért x+y>x-y, az x+y>0 és a szorzat is pozitiv , ezért x-y>0
/1 pont/
A lehetséges szorzatok:16x1; 8x2; 4x4.

Ha x+y=16; x-y=1, akkor 2x=17, x=8,5 és ez nem természetes szam, tehat nincs megoldasa
a feladatnak. /1 pont/

Ha x+y=8; x-y=2, akkor 2x=10, x=5 és y=3, igy a négyzetszamok x*=25, y?=9, a keresett
szam pedig 20. /1 pont/

Ha x+y=4; x-y=4, akkor 2x=8, x=y=4, igy a négyzetszamok x?=16, y>=0, a keresett szdm
pedig 11. /1 pont/

Ha a keresett szam 20, akkor 20+5=5 és 20-11=37, ha pedig a keresett szam 11, akkor
1145=4%8s 11-11=02, Tehat a keresett szdm 20 és 11, és mindkettd megfelel a feladat
feltételeinek. /1 pont/

2. Egy ABCD trapézban az alapok 6sszege 10, a szarak 6sszege pedig 6
hosszisagegység. Tudjuk, hogy van két olyan kor, melyek érintik egymast, az
alapokat, és egy-egy szarat is. Szamitsa ki a korok sugarat!

/6 pont/
Megoldas:
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Mivel a kérok érintik mindkét
alapot, atmérdjik a trapéz magassaga, ezért sugaraik egyenlék. Ekkor nyilvan csak kivilrdl
érinthetik egymast. /1 pont/

Korhoz kiilsé pontbdl hizott két érintészakasz egyenld, ezért CG=CH és BG=BF. /1 pont/

Tehat BC=BF+CH és hasonldan belathatd, hogy AD=AE+DI, azaz AE+BF+CH+DI=BC+AD=6.
/1 pont/



A korok és a trapéz alapjainak érintkezése miatt keletkezd EFHI négyszog szogei derékszégek,
tehat a négyszog téglalap. A téglalapnak a kérok kozéppontjai altal meghatarozott
kézépvonala és az erre merGleges oldalai egyarant a korok atmérgjével egyenlok, ezért az
EFHI téglalap négyzet. /2 pont/

Igy IH+EF=4r=10-6=4, tehat a koroék sugara 1 hosszlsagegység. /1 pont/

3. Bizonyitsa be, hogy harom egymast kdveté pozitiv egész szam szorzata nem lehet
egy egész szam harmadik hatvanya!

/8 pont/

Els6 megoldas:

A harom egymast kdvetd pozitiv egész szam szorzata: n(n+1)(n+2), ahol neN* /1 pont/
n(n+N(n+2)=n3+3n%+2n /1 pont/

n3+3n%+2n=(n+1)3-(n+1) /3 pont/

(n+1)3-(n+1)<(n+1)3/1 pont/

Méasrészt n<n3+3n2+2n /1 pont/

Ezért n3<n(n+1)(n+2)<(n+1)3

Két egymast kdvet6 kobszam kozott nem lehet kobszam, ezzel beladttuk a feladat allitasat. /1
pont/

Masodik megoldas:

A hdrom egymast kdvetd pozitiv egész szam szorzata: n(n+1)(n+2), ahol neN* /1 pont/

Ekkor n<n+1n+2
Ezért n3<n’ (n+1)(n+2)(n+2)3 /4 pont/

Ha a harom egymast kovet6 pozitiv egész szam szorzata kébszam lenne, akkor ez csak
(n+1)3lehetne. /1 pont/

Mivel n(n+1)(n+2)=n>+3n+2n és (n+1)>=n3+3n?+3n+1 tehat a harom egymast kévetd
pozitiv egész szdm szorzata nem lehet egyenld (n+1)3-nel , ezzel belattuk a feladat allitasat.
/2 pont/

4. Hatarozza meg azt a legkisebb pozitiv egész szamot, amely (a tizes
szamrendszerben) csak 0 és 1-es szamjegyekbdl all és oszthaté 792-vel!

/10 pont/
Megoldas:
792=8-9-11 , ahol 8, 9, és 11 paronként relativ primek. /1 pont/

Igy a keresett szdmnak 8-cal, 9-cel, és 11-gyel oszthaténak kell lennie. /1 pont/



A keresett szam utolsé harom szamjegye 000, 001, 100, 101, 010, 011, 110, 111 lehet, mivel
a szam 8-cal oszthato, ezért 000-ra kell végzdédnie. /2 pont/

A keresett szam oszthatd 9-cel, ezért a keresett szam n-9 darab /neN*/1-es szamjegyet
tartalmaz. /2 pont/

A keresett szam oszthatd 11-gyel, ezért szamjegyeinek elGjeles 6sszege /a;-a+as-as+.../ is
oszthatd 11-gyel. 9 darab 1-es szamjegy ennek a feltételnek nem felel meg, tehat a legkisebb
ilyen szam legalabb 18 darab |-es szamjegyet tartalmaz. /2 pont/
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Tehat a feladat feltételeinek megfelel6 szam, 21 jegyl: 1&# /2 pont/

5. Adott az ABC szabalyos haromszog. Melyek azok az egyenesek, amelyek ezt a
haromszoget két olyan sikidomra bontjak, amelyeknek keriilete és teriilete is
egyenlo?

/10 pont/
Megoldas:
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Az ABC haromsz6g harom magassagvonala megfelel a feltételnek. /2 pont/

Nézzik meg, hogy van-e mas egyenes is! Vezessik be a kdvetkezd jeloléseket: a haromszog
oldalainak hossza 2a, P az AB oldal egy bels6 pontja, Q a BC oldal egy B-tdl kiilénb6z6 pontja.

Legyen PA=x, BQ=y, és jel6ljliik P-nek a BC oldaltal val6 tavolsagat h-val, tovabba a
haromszdg magassagainak hosszat m-mel.

A PBQ haromszog és a QCAP négyszig egyenld kerlletd, ezért (2a-x)+y+PQ=(2a-
y)+2a+x+PQ, tehat y=x+a /2 pont/
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A PBQ haromszog és a QCAP négyszog terlilete is egyenld, ezért: 2

Behelyettesitve az y=x+a kifejezést: (x+a)h=(a-x)h+xm. A P pont az AB oldal egy bels6
pontja volt, igy x>0.
Ekkor az el6z6 egyenletbdl kévetkezik, hogy h=0,5 m /4 pont/

Tehat a P pont az AB oldal felezOpontja lesz, s ezért x=a, y=2a, vagyis Q egybeesik C-vel.
Ezért csak a harom magassagvonal egyenese teljesiti a feladat feltételeit. /2 pont/



