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1. A nemnegativ egészeken értelmezett t(n) fiiggvényre ¢t(0) = t(1) =0, t(2) = 1. Ha
n > 2, akkor t(n) a legkisebb olyan pozitiv egész, amely nem osztja az n szamot. Legyen
T'(n) =t(t(t(n))). Hatdrozzuk meg S értékét, ha

S =T(1) +T(2) +T(3) + ... + T(2005) + T(2006).

Megoldas: A fiiggvény definicidja alapjan T'(1) = T'(2) = 0. Ha n > 1 és pératlan,
akkor t(n) = 2, és igy T'(n) = t(t(2)) = 0.

Han > 2 és péros, akkor t(n) értéke egy primszam pozitiv egész kitevis hatvanya lehet.
Tegyiik fel ugyanis ezzel ellentétben, hogy t(n) = u - v, ahol u > 1,v > 1 és (u,v) = 1.
Ekkor t(n) definicidja szerint uv nem osztja n-t, de mivel u < uv és v < uv, ezért u és v
is osztja n-t. Ez lehetetlen, ugyanis ha (u,v) = 1, uln és v|n, akkor wv|n.

Vizsgaljuk meg, mely n szamok esetén lesz t(n) = 2% alaki. Mivel n péros, k > 1.
Ezen szdmokndl T'(n) = t(t(2%)) = t(3) = 2. Ha k = 2, akkor n osztéi 2 és a 3, de a 4
mar nem. Ez akkor teljesiil, ha n a 6-nak paratlan tébbese. 2006 = 334 - 6 + 2, a 334
hattal oszthaté szam koziil éppen a fele, 167 lesz megfelel6. Ha k = 3, akkor n osztdi 2,
3,4,5,6, 7, de a 8 mar nem. Ez akkor teljesiil, ha n az emlitett osztok legkisebb kozos
tobbesének, a 420-nak paratlan tobbese. Ilyen az elsé 2006 szam kozott csak kettd van,
a 420 és az 1260. Ha k£ > 4, akkor n osztéja lenne a 2, 3, ..., 15 szamok legkisebb kozos
tobbszordse, ami viszont mar nagyobb, mint 2006.

Amennyiben t(n) = pF, ahol p paratlan prim, akkor t(t(n)) = 2 és ekkor T'(n) = 1.
Most méar meghatdrozhatjuk S értékét. 0-tél kiillonbozé tagot akkor kapunk a feladatban
szerepl6 Osszegben, ha n > 2 és paros. Ebb6l az 1002 szambdl 167+2=169 esetén T'(n) =
2, a t6bbi 833 esetben T'(n) = 1. Tehat S = 338 + 833 = 1171.

2. Epitiink egy, az A kezd6pontbdl induld, Gsszesen 2006 darab utszakaszbol allé
uthélozatot, amely kérutat nem tartalmaz. (Ezt ugy értjik, hogy a halézat barmely
pontjabol barmely masik pontjaba pontosan egy moédon juthatunk el egymashoz csatla-
koz6 tutszakaszokon.) Béarmely két utszakasznak nincs kozos belsé pontja és legfeljebb
egy végpontjuk kozos. Az uthalézat egyik pontjaba egy értéktargyat rejtettiink el. Az
A kezdopontbdl elindul egy jatékos, aki ezt szeretné megtalalni. Minden eldgazasnél az
onnan induldé, még be nem jart utszakaszok kozil egyenld valdszinliséggel valasztja ki,
merre menjen tovabb. Visszafordulni nem szabad utja soran.

Az uthalézatot gy épitettitk meg, hogy a legkisebb legyen a valdszintlisége annak, hogy
a jatékos megtalalja az értéktargyat. Mekkora ez a minimélis valészintiség?

Megoldas: A feladatban megadott feltételek alapjan tudjuk, hogy A-tdl az értéktargyig
pontosan egy ut vezet, alljon ez k ttszakaszbol. Ezek koziil az elso itszakasz kezdopontjaban



(A-ban) a;, a masodik utszakasz kezdépontjaban as, ..., a k-adik ttszakasz kezdépontjaban
ay lehet6ség koziil valaszthatunk. Ekkor az értéktargy megtalalasanak p valészintisége:
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Szeretnénk meghatarozni p minimumat. Mivel Osszesen 2006 tutszakasz van, ezért ¥ =
a1 +as+...+a; < 2006. p akkor lesz minimalis, ha IT = a; - as - ... - ax a lehetd legnagyobb.
Mostantol csak azt figyeljiik, hogyan lehet néhany pozitiv egész Il szorzata legnagyobb,
ha > osszegiik legfeljebb 2006.

Ha ¥ < 2006, akkor II-t noveljiik, ha valamely szam értékét 2006 — X-val megnoveljiik.
Ha van a szamok kozott 1, pl. a; = 1, akkor rajta kiviil van még mas a, szam is. Ekkor
a;-t megszintetjik és a, értékét 1-gyel megnoveljiik. Ez jo, hiszen 1-a, < 1+ a,. Ilyen
1épésekkel elérjiik, hogy minden szam legaldbb 2. Ha az egyik a; szamunk 3-nél nagyobb,
akkor azt kicseréljiik két szdmra, 2-re és a;—2-re. Ez jo6, hiszen a; > 3 esetén a; < 2-(a;—2).
Ilyen 1épésekkel elérjiik, hogy minden szam legfeljebb 3.

Ezek szerint minden szamunk 2, vagy 3. Harom darab 2-est érdemes bevaltani két
harmasra, hiszen 2-2-2 =8 < 9 = 3. 3. Mivel a 2006 3-as maradéka 2, a legnagyobb
szorzatot akkor kapjuk, ha minden szam 3-as és mellettiilk van még 1 darab 2-es. A
keresett minimélis val6sziniiség tehdt p = (368 . 2)~1.

A megoldasbdl leolvashatd, hogy van is olyan uthalézat, amely esetén a megtalalds
valoszintisége ennyi, pl. ha k = 669, a1 = as = ... = ages = 3 €S ageg = 2.

3. Adott a stkon egy K kozéppontu egységsugart kor és egy ezt nem metsz6 e egyenes.
K-bdl az e egyenesre emelt merdleges talppontja O, KO = 2. Legyen H azoknak a
koroknek a halmaza, amelyeknek a kozéppontja e-n van és kiviilrol érintik a K kozépponti
egységkort.

Bizonyitsuk be, hogy van a sikon olyan P pont, amelyb6l H minden korének e-n levd
atmérdje ugyanakkora (0°-nal nagyobb) szogben latszik. Hatérozzuk meg P helyzetét és
a latoszog mértékét.

Megoldas: Legyen a keresett 1latdszog ¢. Helyezziik el az alakzatot abranknak meg-
feleléen egy koordindtarendszerbe (1.4bra); mivel az alakzatnak KO szimmetriatengelye,
P-nek ezen kell lennie. Legyen ugyanis [ H-nak egy kore, [ tiikorképe KO-ra I'. Ekkor
I' szintén H-ban van. A feladat feltételei szerint P rajta van [ és ' ¢ szogil 1atékorén is,
ezeknek csak K O-n lehet kozos pontja.

Legyen egy érintékor kozéppontja C(c,0), sugara r, r # ¢, P koordinatai P(0,p),
p > 0. frjuk fel Pitagorasz tételét a KOC haromszogre:

(1) A +4=(r+1)>%

A C kézépponti kor e-n levs atméréjének végpontjai A(c — r,0), B(c+ r,0). Legyenek
a PA illetve PB egyenesek iranyszogei a és 3, APB/ = ¢; nyilvan ¢ =  — a. Az
irdnytangensek és a 1at6szog tangense t = tgy jeloléssel:
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2) t=tg(f—a)= e _re — TP

1 P r2 — 2 — p2

Az (1)-es Osszefiiggést atrendezve kapjuk, hogy r* — ¢ = 3 — 2r. Ezt {rjuk be (2) utolsé
tortjének nevezdjébe:
—2rp —2rp
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A (3)-ban kapott Osszefliggést atalakitva a kovetkezot kapjuk:
(2p — 2t)r = tp* — 3t.

Ez viszont végtelen sok r-re csak akkor teljesiilhet, ha p = ¢, és igy t3 — 3t = 0, tgp =
t =p =3, ¢ = 60°. A kapott P pont valéban megfelel, mivel a gondolatmenet
megfordithatd, az egyetlen kérdéses helyzetet kiilon abrazoltuk (2. abra). Ekkor A = O,
¢ =r, azaz (1) alapjan 2r = 3. A 2. &brardl leolvashatd, hogy az eredményiil kapott P
¢ = r esetén is megfelel. Természetesen P-nek az e-re vontakozé tiikorképe is kielégiti a
feladatot, hiszen H szimmetrikus e-re.
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