" Qrszagos Kdzoktatasi
Ertékelési és Vizsgakdzpont
Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny, 2006-2007-es tanév
MATEMATIKA, III. kategoéria

a gimnaziumok specialis matematikai osztéalyainak tanuldi részére

Az els6 fordulé feladatainak megoldasai

Kérjiik a javito tanarokat, hogy a feladatok javitasakor vegyék figyelembe a verseny-
z0k szamara kiadott tajékoztatot. Kiilon is felhivjuk szives figyelmiiket az ottani 5. pont
utols6 mondatara, mely szerint minden feladatra csak egy helyes megoldésért jar a meg-
felel6 pontszam. Kérjiik, hogy a dolgozatokon konkrétan jelezzék a hibakat és az egyes
feladatokra adott pontszamot, a dolgozat kijavitasa utan pedig toltsék ki a dolgozathoz
mellékelt értékeld lap rovatait. A dolgozatokat nem kell osztalyzattal minGsiteni. A pont-
szamok indokolt esetben bonthatok.

A TII. kategoridban versenyzé tanulok dolgozatait 15 ponttol kell tovabbkiildeni az
iskolakbol, kdzvetleniil a versenybizottsagnak: OKTV Matematika II1I., OKEV, 1363
Budapest, Pf. 19. A feltételeknek megfelel dolgozatok koziil azonban csak azok kiild-
het6k tovabb, amelyek tartalmazzak legalabb két feladat lényegében teljes (5—7 pontos)
megoldasat. Tajékoztatasul megjegyezziik, hogy tovabbra is érvényes a versenyszabalyzat-
nak az Oktatasi Minisztérium altal tortént szigort modositasa, és igy a Versenybizottsag
legfeljebb 30 versenyz&t juttathat be a dontébe.

A pontozéasi utmutatoban a feladatoknak altalaban csak egy megoldéasat kozoljik;
mas helyes megoldas vagy megoldasrészlet esetén az ardnyos pontszamot sziveskedjenek
megadni.

Budapest, 2006. november A versenybizottsag

1. feladat

Bizonyitsuk be, hogy barmely a,b,c pozitiv egészre (a,b)(a,c)[b, c] osztoja abc-nek.
(A szokéasos modon (z,y), illetve [z, y] az = és y legnagyobb kozos osztojat, illetve legkisebb
k6z6s t6bbszorosét jeloli.)

Els6 megoldas: Azt kell megmutatni, hogy M = (a,b)(a,c)[b, c] torzstényezss felbonta-
saban barmely prim kitevGje legfeljebb akkora, mint abc torzstényezss felbontasaban.

(1 pont)

Legyen egy p prim kitevGje a, b, ill. ¢ felbontasaban «, 3, ill. v (ha valamelyik szim nem

oszthato p-vel, akkor a megfelels kitevs 0). Ekkor p kitevGje abe felbontasaban o+ 3+ 7,

az M felbontasaban pedig min(a, ) + min(c, v) + max (3, 7). (2 pont)

Mivel b és ¢ szerepe szimmetrikus, ezért feltehetjiik, hogy 8 < ~. Igy harom esetet

kell megvizsgalnunk: o < g; f < a < ~;ill. v < a. Az egyes esetekben p kitevGje M-ben

200+ 7; B+ a+; ill. B+ 2y, ami (az aktuélis feltételek miatt) valoban mindig legfeljebb

a+B+7. (4 pont)
Masodik megoldas: A be = [b, ¢|(b, ¢) Osszefiiggést beirva, a [b, c]-vel valo ,egyszertsités”
utan az eredetivel ekvivalens (a,b)(a,c) | a(b, c) oszthatosagra jutunk. (2 pont)

Az (zy,x2) = x(y, 2) azonossag tobbszori alkalmazaséaval ez az (a2, ac, ab, be) | (ab, ac)

oszthatosagga alakithato at. (3 pont)
Ez pedig valoban fennall: mivel a bal oldal (t6bbek kozott) ab-nek és ac-nek is kozos
osztoja, ezért sziikkségképpen osztdja ab és ac Inko-janak, azaz a jobb oldalnak. (2 pont)
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Harmadik megoldas: A masodik megoldas els6 1épésével a feladatot atfogalmazzuk az

(a,b)(a,c) | a(b, c) oszthatosagra. (2 pont)
Az xy = (z,y)[z,y| azonossagot x = (a,b)-ra és y = (a,c)-ra alkalmazva a bal oldal
atirhato az ((a,b), (a,c))[(a,b), (a,c)] alakra. (2 pont)

Itt az els6 tényezs (a,b,c), ami osztdja a jobb oldal masodik tényezGjének. A bal
oldal masik tényezGje pedig osztdja a jobb oldal els6 tényez§jének, a-nak, hiszen a kozos
tobbszorose (a, b)-nek és (a,c)-nek. Ezért a bal oldali két tényezs szorzata osztoja a jobb
oldalon allo két tényezd szorzatanak. (3 pont)

2. feladat

Adott N és k pozitiv egészekre megszamoltuk, hogy az N szamot hanyféleképpen
lehet felirni a + b+ ¢ alakban, ahol 1 < a, b, c < k, és az Osszeadandok sorrendje is szamit.
Kaphattunk-e eredményiil 2006-ot?

Megoldas: Tegyiik egy-egy csoportba azokat az elGallitdsokat, amelyek csak az 6sszeadan-
dok sorrendjében térnek el. Ha az itt szerepld tagok mind kiilonb6z6k, akkor a csoportban
6 el6allitas szerepel, ha a tagok kozott két egyforma van, de a harmadik ettdl kiilonbozik,
akkor a csoportban 3 el6allitas taldlhato, és végiil ha mindharom tag ugyanaz, akkor ez az
elgallitas egyediil alkot egy csoportot. (3 pont)

A fentiek alapjan az elgallitasok szama 6k + 3m + 1 vagy 6k + 3m (ahol k, ill. m a
hatos, ill. hdrmas csoportok szamat jeloli), attdl fiiggden, hogy a csupa azonos taghol valo

elgallitas megvalosul-e (ez pontosan akkor jon létre, ha 3 | NV és k > N/3). (2 pont)

Igy az eléallitasok szama 3-mal osztva 0 vagy 1 maradékot ad. Mivel a 2006 harmas
maradéka 2, ezért az el6allitisszam nem lehet 2006. (2 pont)
3. feladat

Balint 200 forintot fizet Annanak, ha a (90-bgl 5-6s) lotton a kihuzott szamok szorza-
tanak utolso szamjegye 0 lesz (tizes szamrendszerben), viszont Anna fizet Balintnak 300
forintot, ha nem ez a helyzet. Hosszabb tavon kinek el6ny6s ez a megallapodas?

Megoldas: Balintnak akkor elényos a jaték, ha a nyerési esélye nagyobb, mint

200/(200 4 300) = 0,4. (1 pont)
Balint akkor nyer, ha a kihtuzott szamok mindegyike paratlan, vagy ha nincs koztiik

5-tel oszthato (beleértve azt is, hogy ez a két feltétel egyszerre teljesiil). (1 pont)
Ha mind az 6t szam paratlan, akkor ezeket az 1 és 90 kozotti 45 darab péaratlan

45
szamokbol huztak, ezen lehetGségek szdma ( 5 ) (1 pont)

Ugyanigy, ha egyik sem oszthatd 5-tel, akkor valamennyien a 90 — 18 = 72 darab 1
és 90 kozotti, b-tel nem oszthato szamok koziil keriilnek ki, ezen lehetGségek szama tehat

™) (2 pont

. 45 72 36
Igy a Balint szamara kedvezé esetek szama ( 5 ) + ( 5 ) — ( 5 ) , hiszen duplan szé-

moltuk azokat az eseteket, amikor a szamok sem 2-vel, sem 5-tel nem oszthatok. (1 pont)
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Igy Balint nyerési esélye

45 n 72\ (36
) ) ) <45-44-43-42-41+72-71-70-69-68

<
90 90-89-88-87-86 ' 90-89-83-87-86
5
(% 5+ 72\ 1 L2
90 90) 32 3125 ~ 7
tehat a jaték Annéanak elényos. (2 pont)

4. feladat

Az ABC haromszoget bettizziik pozitiv koriiljaras szerint. A haromszog szogei az A,
B, illetve C' csticsnal rendre «, 3 és 7. A B cstucsot az A pont koriil negativ irdnyban
elforgatjuk o szoggel, majd az igy kapott By pontot a B pont koriil negativ irdnyban
elforgatjuk [ szoggel, és végiil az igy nyert By pontot a C' pont koriil negativ irdnyban ~
szoggel elforgatva a B3 pontba jutunk. Szerkessziik meg a haromszoget, ha adottak a B,
B3 pontok és az ABC haromszog beirt korének O koézéppontja.

Els6 megoldas: Egy «a szogt forgatas helyettesithets a kozépponton atmend két egyenesre
torténd tengelyes tiikrozés (megfelels sorrendben vett) egymasutanjaval, ahol a tengelyek
szoge a /2. (1 pont)

A E B

f, fo

Igy a feladatban szerepls A pont koriili forgatas felbonthato az f, szogfelezére, majd
a ¢ oldalegyenesre vald tiikrozés egymasutanjara. Hasonléan a B pont koriili forgatést
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a c oldalegyenesre és az f, szogfelezére valo tiikrozéssel allitjuk els. Igy a két forgatés
szorzata az f, és f; szogfelezGkre valo tiikrozéssel helyettesithetd, hiszen a c oldalegyenesre
valo kétszeri tiikrozés egymast semlegesiti. A szogfelezSk szoge /2 + (3/2, tehat a két
forgatdas egymas utéani alkalmazéasa a beirt kor kozéppontja koriili o + ( szogi negativ
iranyu forgatassal egyenld. (2 pont)

A beirt kor a b oldalt az E pontban érinti. Az FO sugar és az f. szogfelezs szoge
is a/2 + (3/2, ezért az el6bbi forgatas az EO egyenesre és az f. szogfelezére valo tiikro-
zések egymés utani alkalmazasaval is elGallithato. Bontsuk fel a C' pont koriili v szogi
negativ iranyua forgatast az f. szogfelezére, majd a b oldalegyenesre valo tiikrozések egy-
masutanjara. Igy a harom forgatas az EO egyenesre és a b egyenesre valo tiikrozésekkel
helyettesithets. Ezek egymésra meréleges egyenesek, tehdt a harom egymast kévetd for-
gatas olyan kozéppontos tiikrozéssel egyenértékid, amelynek a kdzéppontja E. (2 pont)

Szerkessziik meg a B és B pontok felezGpontjat, ezzel megkapjuk az E pontot. Az
O pont koriil, FO sugarral megrajzoljuk a beirt kort. A korhéz az E pontban érintét
szerkesztiink, ezzel a haromszog b oldalegyenesét kapjuk meg. A B pontbdl érintéket
szerkesztiink a korhoz, ezzel megkapjuk az a és c oldalegyeneseket. Ez az eljaras nyilvan
az eredeti ABC' haromszoghoz vezet, amely a feladat egyetlen megoldésa. (2 pont)

Masodik megoldas: Az el6z6 megoldashoz hasonléan belathato, hogy kiilonb6z6 kozép-
pontu, « és (3 szogi elforgatasok egymasutanja o + [ szogi forgatas (alkalmas kézéppont

koriil), ha o + 3 # k - 360°. (2 pont)
Igy a harom egymés utéani elforgatas a4 8 + v = 180°-o0s elforgatéasnak, tehat kozép-
pontos tiikrézésnek felel meg. (1 pont)

Az F érintési pontot az A pont koril a szoggel negativ iranyban elforgatva az F,
érintési pontot kapjuk. Ha az Fi-et a B pont koriil § szoggel negativ iranyban elforgatjuk,
akkor az Fs pontba jutunk. A C pont koriili v szogl negativ irdnyu forgatédsnal ennek a
képe az E pont. Tehat E a transzformacionak fixpontja, ebbdl adoddéan az E pont lesz a

tiikrozés kozéppontja. (2 pont)
A szerkesztés a tovabbiakban azonos az elsé megoldasban leirtakkal. (2 pont)
5. feladat

Toltsiik ki a teret paronként kitérds egyenesekkel.

Megoldas: Hasznaljuk a térbeli derékszogi x,y, z koordinatakat. Az xy koordinatasik
mindegyik A = (z,y,0) pontjahoz tekintsiik a z = 1 siknak azt az A’ pontjat, amely A-
nak a z tengely koriili pozitiv 90°-os elforgatasaval és z-iranyu eltolaséval keletkezik, azaz
az A’ = (—y,x,1) pontot. Azt allitjuk, hogy az igy nyert AA’ egyenesek paronként kitérsk
és egyiitt kitoltik a teret. (2 pont)

Ha B az xy koordinatasiknak A-t6l kiillonb6z6 tetszdleges pontja, akkor az AB egye-
nest 90°-os elforgatas és eltolas viszi az A’ B’ egyenesbe. Emiatt AB és A’ B’ kitérs egye-
nesek, hiszen egyrészt az egymastol diszjunkt z = 0 és z = 1 sikokban fekszenek, masrészt
iranyaik merclegesek. Igy tehat az A, B, A’ és B’ pontok nincsenek egy sikban. Ekkor
viszont AA’ és BB’ is sziikségképpen kitérs egyenesek. (2 pont)

Legyen most P = (a, b, ¢) a tér tetszbleges pontja. Megmutatjuk, hogy talalhato olyan
A = (z,y,0) pont, hogy P illeszkedik az AA’ egyenesre. Ez pontosan akkor teljesiil, ha az
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A pontbol az AA" vektor alkalmas szamszorosa éppen P-be mutat, azaz ha az
(z,y,0)+t-(—y —x,x —y,1) = (a,b,c)

egyenletrendszernek létezik (rogzitett a,b, c mellett az x,y,t valtozokban) megoldasa. A
harmadik koordindtira vonatkozé egyenletbdl nyilvan t = ¢, ezt behelyettesitve és atren-
dezve az

(1-c)x—cy=a
cx+(1—cy=>

kétismeretlenes linearis egyenletrendszerhez jutunk. Konnyen ellendrizhetd, hogy a két
egyenlet (tetszGleges c esetén) fiiggetlen, ezért mindig létezik megoldas. (3 pont)

Megjegyzések. (1) A feladat megoldasahoz nem sziikséges a szoban forgd - és y-értékeknek
a tényleges meghatarozasa, de a teljesség kedvéért kozoljlik az egyenletrendszer megoldéasat:

a — ac + be b—ac—bc
r=———", Yy=-——.
2¢2 —2c+1 2¢2 — 2c+1
(2) Az A’ pont szarmaztatasdhoz nem lényeges, hogy éppen 90°-os forgatast hasznaljunk,
tetszdleges olyan szog alkalmas, amely 180°-nak nem tobbszorose. A derékszogi forgatas
megkoénnyiti a koordinatas felirast.

(3) Annak az igazolasa, hogy a megoldasban definialt egyeneshalmaz valoban kitolti a teret,
az alabbi ,szdmolasmentes” modon is torténhet. Vegyiik elGszor észre, hogy a szoban forgd
egyeneshalmaz zart egyrészt a z tengely koriili (tetsz6leges szogi) elforgatasokra, masrészt
barmely A > 0 mellett az

('Ta Y, Z) = ()\I, /\y7 Z)

formulaval megadhato térbeli affin transzforméciokra nézve. (Valoban, elegendd magara
az A pontra alkalmazni ezeket a transzforméaciokat, ekkor A’ is és igy az egész AA’ egyenes
is ugyanugy transzformalodik.) Az xy koordinatasikkal parhuzamos barmelyik sikra szo-
ritkozva ezek a transzforméciok az origd koriili 6sszes elforgatast és az origd kozepi Osszes
nyujtast (ill. zsugoritast) eredményezik. Emiatt ha egy ilyen sikban akar csak egyetlen,
az orig6jatol kiillonbozs pontot taldlunk, amelyet a vizsgalt egyeneshalmaz lefed, akkor
a lefedett pontok sziikségképpen az egész sikot belepik. Elég tehat annyit megjegyezni,
hogy ha A-t az zy-sik origojanak valasztjuk, akkor az AA’ egyenes a z-tengellyel esik
egybe, ha pedig egy tetszdleges, origotol kiillonbozd pontot tekintiink (példaul konkrétan
az A = (1,0,0) pontot), akkor az AA" egyenes mindegyik, az xy-sikkal parhuzamos sikot
annak valamely nem a z-tengelyen 16v6 pontjaban dofi (a konkrét példaban a z = ¢ sikot
az (1 — ¢, ¢, ¢) pontban).



