% Oktatasi Hivatal

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
2007-2008. tanévi harmadik, dont6 forduléjanak feladatmegoldasai
matematikabdl, a II. kategéria szamara

1. Egy urndban van n + 2 darab cédula. Két cédulan paros szam, n darabon pedig
paratlan szam van, ahol n > 2. Ketten jatszanak A és B. Minden jatékot A kezd, kihuz két
cédulat visszatevés nélkiil, majd B is ugyanezt teszi. Az A jatékos nyer, ha az altala huzott
szamok Osszege paros, de B Osszege paratlan. B nyer, ha az 6 két szamanak o6sszege paros,
de A 0Osszege paratlan. Ha mindkettojiik Osszege egyszerre paros, vagy egyszerre paratlan,
akkor tdjra jatszanak. Milyen n érték esetén lesz a legkisebb az tjrajatszas valdszintisége?

Megoldas: Legyen a két jatékos nyerésének valdszintisége P(A) és P(B). n = 2 esetén
P(A) = P(B) = 0. Han > 2, akkor A gy6ézelméhez két paratlant kell hiznia, majd B-
nek egy paratlant és egy parosat valamilyen sorrendben. Ezen esetek szama, a sorrendet is
figyelembe véve:

nn—1)((n—2)-242(n—-2)) =4n(n—1)(n — 2).
Az Gsszes lehetséges hiizds (n + 2)(n + 1)n(n — 1)-féleképpen torténhet. Igy
dn(n —1)(n — 2) 4(n —2)
P(A) = = : 2 pont
W= e DE T 1)~ Gk 2+ D pon

Ugyanigy B gy6zelméhez két paratlant kell hiznia, elotte pedig A-nak egy paratlant és egy
parosat valamilyen sorrendben. Ezen esetek szama, a sorrendet is figyelembe véve:

(n-242n)(n—1)(n—2) =4n(n —1)(n — 2).

Ezek szerint P(A) = P(B) = (7;41’(27;7(_712}*1)' Az Gjrajatszas valoszinlisége n fliggvényeként a
fentiek alapjéan:

- _ 8(n—2)  n*—5n+18
P(n)=1-P(A)— P(B)=1 Dt D) itz 2 pont

A P(n) fiiggvény értéke 1 < n < 7 esetén: P(2) = 1; P(3) = 2; P(4) = =&; P(5
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P(6) = 2, azaz P(2) > P(3) > P(4) > P(5) = P(6). Amennyiben n > 6 akkor P(n) >
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Pn)= "M 0 s Tn® — 3504126 > 30 4+ 9n + 6
n?+3n+2 7
n > 6 miatt n? + 3n + 2 > 0 tehdt ekvivalens atalakitdst végeztiink. Rendezve és szorzattd
alakitva

4(n? —11n +30) = 4(n — 5)(n — 6) > 0,

ami nyilvanvaléan teljestil.
Az djrajdtszasnak tehdt n =5 vagy n = 6 esetén legkisebb a valdszintisége. 3 pont
Osszesen: 7 pont

A megoldas ugyanigy torténhet, ha a sorrendet nem veszi figyelembe a versenyz6. Ekkor
a valoszintiségek kiszamitdasanal a szamlalo és a nevezd is ugyanannyiszorosara valtozik, a
hanyados értéke azonos marad a fent leirtakkal.



2. Az ABC haromszog BC oldalanak felez6 pontja D. Az ABD és ADC haromszogek
koré irt korok kozéppontjai rendre F és F. A BE és C'F egyenesek metszéspontja G. Tudjuk,
hogy BC=2DG=2008 és EF = 1255 egység. Mekkora az AEF haromszog teriilete?

Megoldas: A feladat feltételei miatt E rajta van BD, F pedig DC' felezomerdlegesén.
E két egyenes tavolsaga a BC' oldal fele, azaz 1004 egység. Ha ABC/ = ACB/, akkor EF
és BC' parhuzamosak, EF = 1004. Az altalanossag rovasa nélkiil feltételezziik, hogy a BC'
oldalon fekv6 szogek koziil B-nél van a nagyobb.

Legyen ADB/ = 9. A kozépponti és kertileti szogek tétele alapjan az ABD koré irt kort
tekintve BEA/ = 20 és igy ABE/ = 90° — ¢, az ADC koré irt kort tekintve CFA/ = 20
és igy ACF/ = 90° — 4. Ezek szerint AG ugyanakkora szoghben latszik B-bol és C-bol, azaz
ABCG huarnégyszog. A BCG haromszogben BC' = 2008 és a BC' oldalhoz tartozé silyvonal
hossza DG = 1004, azaz G rajta van BC Thalesz korén és igy CGB/ derékszog. Mivel A is
rajta van a BCG koré irt koron, ezért CAB/ is derékszog. (1. dbra) 2 pont

F

1. 4bra . 2. abra

EF az AD szakasz felez6 meroOlegese, E'F felezi az AED/ és DF A/ szogeket. A kozépponti
és kertileti szogek tétele alapjan: az ABD koré irt kort tekintve ABD = (3, AED/ = 20,
AEF/ = [; az ADC koré irt kort tekintve DCA/ = v, DFA/ = 2y, EFA/ = ~. Azt
kaptuk, hogy ABC' és AEF hasonldak. (2. abra) 2 pont

E és F merdleges vetlilete a BC' oldalon legyen rendre E’ és F', ezek a pontok felezik
BD-t és CD-t. EFF'/ = ADB/ = §, mivel merdleges szari hegyesszogek, igy

EF _ o 1004 _ BC-DA-sind 10043
- - ABC = 9 T 1255

Az ABC' és AEF haromszogek hasonlésagi aranya EF : BC' = 1255 : 2008 = 5 : 8, tertileteik
aranya a hasonlésagi ardny négyzete, tehat

25 10043
64 1255

= 315005 (teriiletegység). 3 pont

Tapr =

Osszesen: 7 pont

3. Egy 2 egység magassagu egyenes korhenger alapkorének atméroje legyen egy egység. A
hengert olyan sikkal messiik el, mely a forgastengellyel 45°-0s szoget zar be és az alapkorrel



egyetlen kozos pontja van. Legyen ez a pont O. A hengerpaldstot ezutan az O ponton atmend
alkoté mentén felvagva kiteritjiik, ami altal a metszetgorbe sikgorbe lesz.
Mely z — f(x) fiiggvény grafikonja ez a sikgorbe?

Megoldas: Legyen K az alapkor kozéppontja, a metszo sik S, a henger tengelye ¢, S és ¢
kozos pontja M. Jeldlje az alapkor sikjat S, ennek metszésvonaléat S sikkal m. m az alapkort
annak O pontjaban érinti. Mivel ¢ meréleges S’-re, ezért a benne fekv$ m-re is igy t-nek S-re
esO d vetiilete merdleges m-re. Masrészt m merdleges a KO és K M egyenesekre, tehat az MO
egyenesre is. Mivel d-nek pontja M és MO-hoz hasonléan meroleges m-re, ezért d éppen az
MO egyenes. Az M KO haromszoghen K-nal derékszog, M-nél 45°-0s van, ebbdl kovetkezik,
hogy S és S’ szoge MOK / = 45°. 2 pont

Legyen a metszésvonal egy tetszéleges pontja P, vetiilete az alapkoron és az OM egyenesen
rendre P’ és (). A Kkiteritett paldston P pont x koordinatdja az alapkér OP’ ivének hossza,
y koordinédtaja PP’ 1 pont

Legyen az OK P’/ radidnban z. Mivel OK = % az OP' iv hossza 3. Legyen @ vetiilete
OK-ra @), a K@Q' eldjeles hossza akkor legyen negativ, ha K a Q' és O kozé esik. OQ' =
OK — KQ' = %(1 — cos z) = sin® . Mivel QOQ' egyenlé szari derékszogii haromszog, ezért
0Q' = Q'Q. Masrészt PP'Q'(Q) téglalap, hiszen PP’ és (QQQ' merdlegesek S’-re és igy a m-re
is, PQ és P'Q)' pedig parhuzamosak m-mel. Tehdat OQ’' = Q'Q) = P’'P, megkaptuk a keresett
fliggdleges koordinatat.

SI

A keresett hozzdrendelés ezek szerint f(Z) = sin® %, azaz x +— sin®z. Mivel az alapkor

atmérGje egy, ezért az alapkor kertilete w, a gorbét leird fiiggvény értelmezési tartomanya
[0; 7). 4 pont
Osszesen: 7 pont



