Oktatasi Hivatal

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
2009-2010. tanévi masodik forduldjanak feladatmegoldasai
matematikabdl, a II. kategéria (GIMNAZIUM) szdmara

1. Adott az z(z? + y?) + y(2® + y?) — 4o — 4y = 0 egyenletii alakzat. Ennek az
alakzatnak melyik pontja van legkozelebb a P( —5 5) ponthoz?

Megoldas: Az alakzat egyenletének bal oldala szorzatta alakithato:
(z+y) (2> +y* —4) = 0.

Ezek szerint alakzatunk az x4y = 0 egyenletli e egyenes és az 2% + 3% — 4 = 0 egyenleti
origd kozéppontu kettd sugaru k kor egyesitése. 3 pont
P pontnak az e-re esé merdleges vetiilete legyen E. A P-n 4tmeno e-re merdleges
egyenes az x —y + 4 = 0, igy E koordinatai (—2;2) és ebbdl PE = % ~0,7. 2 pont
P-nek a k-t6l valé tavolsaga PO — 2, ahol O az origd, k kozéppontja, 2 pedig k sugara.

Ezek szerint P tavolsaga k-tol
3\? 5\ 2
\/<—2> + <2> —2=0,9. 2 pont

Osszesen: 7 pont
Meghatarozhatjuk P tavolsagat e-tol a normalegyenletbe helyettesitve is. A pont
egyenes tavolsiag a fliggvénytabldban is szerepel, erre is hivatkozhat a versenyzo.

A keresett pont E(—2;2).

2. Bizonyitsuk be, hogy 55 darab egymast koveto egész szam négyzetének osszege nem
lehet négyzetszam.

Megoldas: Jelolje az 55 szam koziil a kozépsét x. Ekkor a feladatban szereplo S
osszeg igy néz ki:

S=(r =27+ (v —26)*+ ...+ (z+26)* + (v + 27)* = 552 + 2(1° + 22 + 3° + ... + 27°).
Felhasznaljuk hogy az els6 n négyzetszam Osszege

1)(2 1
12+22+...+nZ:n(nJr )6(n+ ).




Ezek alapjan
27-28-55

S = 5527 + 2 = 55(x* +9-28). 3 pont

Az igy kapott Osszefliggés szerint S oszthatod 55-tel, azaz 5-tel és 11-gyel. Az 5 és
11 primek, amennyiben S négyzetszam, akkor az 5 és 11 is paros kitevon szerepel S
primtényez6s felbontdsdban. Ezek szerint van olyan y egész szdm, amelyre S = (5-11)2y?,
és ekkor

x? +9-28 = 55¢% 2 pont

A jobb oldal oszthaté 5-tel, tehat O-ra, vagy 5-re végz6dik. A bal oldalon 9 - 28 utolso
jegye 2, viszont z? utolsé jegye nem lehet sem 8 sem 3, igy a két oldal nem lehet egyenld,
azaz S nem lehet négyzetszam. . 2 pont

Osszesen: 7 pont

A megoldas utolsé 1épésére egy masik lehetdség: egyenletiinkben 28 oszthatd 7-tel,
ezért a 7-es maradékokat vizsgaljuk. A négyzetszamok 7-es maradéka lehet 0, 1, 4 vagy 2.
Ezek szerint 552 7-es maradéka lehet 0, 6, 3 vagy 5. A lehet8ségek koziil csak a 0 szerepel
mindkét esetben. Ezért legutébbi egyenletiink jobb és bal oldaldanak hetes maradéka csak
gy lehet egyenld, ha 2% és 55y is oszthatd 7-tel. Viszont ekkor x? és 55y is oszthaté
49-cel, a 9 - 28 pedig nem oszthatd 49-cel. Igy a bal oldal 49-cel nem oszthatd, jobb oldal
49-cel oszthatd, ami ellentmondaés, tehat S nem lehetett négyzetszam.

3. Egy haromszog belsejébe helyezziink el hdrom olyan kort, amelyek érintik a hdromszog
két-két oldalat, tovabba kiviilrdl érintik a haromszog beirt korét. Bizonyitsuk be, hogy e
harom kor sugaranak osszege nem kisebb a beirt kor sugaranal.

Megoldas: Jelolje az A cstcshoz legkozelebbi kis kor kozéppontjat Oy, sugarat rq, a
beirt kor kézéppontjat O, sugarat r. Az ABC haromszoget harom részre bontva kapjuk,

hogy

(1) tapc = tao,B + tao,c +tposc-
1 pont
Az (1) ben szereplé teriiletek koziil haromra
2tapc =r(a+b+c); 2tao,p =r11C; 2tao,c = T1b. 1 pont



A negyedik teriiletet becstiljiik, az O;-hez tartozé magassag legfeljebb akkora, mint 2r—+ry,
tehat
2tpo,c < (2r +1r1)a. 3 pont

Ezek felhasznélasaval (1) igy alakul
rla+b+c) <ri(a+b+c)+2ra.
Hasonlbéan a mésik két kis kornél kapjuk, hogy
rla+b+c)<ryla+b+c)+2rb és r(a+b+c) <rsla+b+c)+2re
A harom egyenlétlenség megfeleld oldalait 6sszeadva kapjuk

3r(a+b+c) < (ri+re+rs)(a+b+c)+2r(a+b+c),

amibdl megkapjuk a bizonyitando egyenlotlenséget
(2) r <1y +ry4rs

1 pont

A BO,C héaromszog teriiletének becslésénél az O;-hez tartozé magassag pontosan akkor
lesz 2r +ry, ha az A cstcsbdl indulé szogfelezd egyben magassdgvonal is, azaz b = c. (2)-
ben tehat akkor és csak akkor van egyenl6ség, ha a = b = ¢, azaz a haromszog szabalyos.
. 1 pont

Osszesen: 7 pont.

4. Hany megoldasa van a kovetkez6 egyenletnek?

2009 = {xi[x]

(] az x valds szam egészrésze, az x-nél nem nagyobb egészek koziil a legnagyobb.
{z} az x valds szam tortrésze, értéke {z} =z — [z].

Megoldas: Ha z egész, akkor a tort szamlaléjaban {x} = 0 tehdt maga a tort is 0,
igy egész megoldds nem lehet. 1 pont

Ha z > 0, akkor {z}[z] < [z] < x, a jobb oldal nem lehet 1-nél nagyobb. 1 pont

A tort nevezdje 0 nem lehet, ezért x # 0, a tovabbiakban tehét x < 0.

Ha x < —1, akkor 2z < x — 1 és igy

1
T 2o

T

Ebbdl az adodik, hogy x < —1 esetén nem lehet megoldas, hiszen figyelembe véve, hogy
x és [z] is negativ
—1
{eple] ol 2=y 3 pont
x x x



Amennyiben —1 < x < 0, akkor [z] = —1, és {z} = = — [z] = 1 + . A kit{izott
egyenlet igy alakul:

—(1+2x) o 1
2009 = ———= bol = ——.
—— amibdl 2 5010
Bebizonyitottuk, hogy méas megoldas nem lehet, az egyetlen lehetséges gyokot az eredeti
egyenletbe helyettesitve valoban jé megoldast kapunk. 2 pont

Osszesen: 7 pont.



