Oktatasi Hivatal

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
2010-2011. tanévi masodik forduldjanak feladatmegoldasai
matematikibdl, a II. kategéria (GIMNAZIUM) szamara

1. Egy tetraéder éleire valds szamokat irtunk dgy, hogy a kitérd élekre irt szamok
Osszege ugyanannyi legyen. Ezutan minden csicshoz hozzarendeltiik az oda befuté élekre
irt szamok Osszegét. Ezek az Osszegek valamilyen sorrendben az a, b, ¢, és d szamok,
amelyekre a = b = 2¢ = 2d teljesiil. Bizonyitsuk be, hogy az élekre irt szamok kozott a 0
szam is el6fordul.

Megoldas: Mivel a cstucsoknak nincs kitiintetett szerepe, feltehetd, hogy a C' és D
csucsokhoz a ¢ 6sszeg, mig az A és B cstcsokhoz a 2¢ 6sszeg tartozik. 1 pont

Ha a kitérd éleken levd szamok Osszege S és az AB élen y &ll, akkor a C'D élen S — .
Hasznéljuk az abra jeloléseit, a cstcsoknal allé szamot a cstcsot jelold betit mogé irtuk
zardjelben. Az A-bdl és B-bol induld élek szamait osszeadva:

2c+2c=4dc=zx4+y+z+(S—2)+ (S —2)+y=25+2y. 2 pont
A(2c)

Ugyanigy a C' és D csucsba futé élek szamait Osszeadva:
c+c=2c=25—x—y+2+25—y—z+x=45 —2y. 2 pont
A kapott két egyenletet egybevetve
2S +2y=(45—-2y)-2=85 —4y azaz S =y,

tehat a C'D él szama a 0. . 2 pont
Osszesen: 7 pont



2. Tekintsiik az y = 22 parabolat. Keressiik meg az Osszes olyan egész meredekségii
egyenest, ami athalad a P(0;4) ponton és a parabolaba es6 szakasza egész hosszisagu.

Megoldas: A P ponton athalad6 y tengellyel parhuzamos egyenes a parabolat csak
egy helyen metszi, ez nem megfeleld. 1 pont

A tobbi P-n athalado egyenes egyenlete felirhaté y — 4 = ma alakban, ahol az m
paraméter jeloli az egyenes meredekségét, a feladat feltétele szerint m egész szam.

A parabola és az egyenes A és B metszéspontjait kiszdmoljuk.
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AB? = (Vm2 +16) + (mvm? +16)" = (m* + 1)(m* + 16).
Legyen m? + 1 = k és AB? = d, ekkor
(1) k(k +15) = d.
1 pont

Hasznaljuk ki, hogy
k* < k(k+15) < (k + 8)?,

ezért k(k + 15) lehet (k + b)?, ahol b € {1,2,...,7}. 2 pont
A hét lehetéséget végigprébalva akkor kapunk egész k-t, ha b értéke 3, 5, 6, 7, a
hozzéjuk tartozé k értékek az 1, 5, 12, 49. Mivel k — 1 = m?, ezért csak a k = 1 és
k =5 ad j6 megoldast. A megfelel6 meredekségek az my = 0, mg = 2 és m3 = —2. A
hozzajuk tartozé hurok hossza d; = 4, illetve dy 3 = 10. A feladat feltételeinek eleget tevo
egyenesek:
y=4, y=2r+4, y=-2x+4

. 2 pont
Osszesen: 7 pont.

Megadunk egy masik lehetséges elindulast is. A P-n athalad6 egyenes és a parabola
két tovabbi metszéspontja legyen A(u;u?) és B(v;v?). Az egyenes meredekségét felirjuk
A és P, illetve B és P segitségével:
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A meredekség A és B segitségével % = v + u, tehat v + u egész, uv is egész, ezért
v? 4+ u? is egész. Most felirjuk az AB hir hoszdnak négyzetét:

AB* = (v—u)* + (v —u?)? = (v —u)* (1 + (u+v)?) = (v* + > + 8)(u? +v* = 7).



Innen u? +v? — 7 = k helyettesitéssel az (1) egyenlethez jutunk és a fenti megoldds szerint
fejezhetjiik be.

3. Keressiik meg a 2011-nél nagyobb egészek kozt a legkisebb olyan S szamot, amelyet
elosztva a 3, 4, 5, 6, 7 és 8 szamokkal, maradékul kétszer kapjuk az 1, 2, 3 szamok
mindegyikét.

Megoldas: Ha S paros, akkor a 4, 6 és 8-as maradék is paros lenne, de csak két esetben
kaptunk paros maradékot, tehat S paratlan és igy a 4, 6 és 8-as maradék is paratlan.
1 pont
Ezek szerint a 6-os maradék 1, vagy 3, ez utébbi esetben viszont a szdm 3-as maradéka
0 lenne. 1 pont
Ebbdl az kovetkezik, hogy S 3-as és 6-os maradéka 1, 4-es és 8-as maradéka 3, 5-0s és
7-es maradéka 2. 1 pont
Mivel a 3 osztdja a 6-nak, a 4 pedig a 8-nak, a tovabbiakban elegendé arra figyelniink,
hogy S 6-os maradéka 1, 8-as maradéka 3 legyen. 1 pont
Mivel az 5-06s és a 7-es maradék egyarant 2, ezek szerint S — 2 oszthatd 5-tel és 7-tel,
igy legkisebb kozos tobbesiikkel a 35-tel is, azaz S = 35k + 2 alakd. 1 pont
35+2=37, a 37-nek a 6-os maradéka éppen 1, igy S — 37 oszthato az 5, 6, 7 szamokkal,
tehat a legkisebb kozos tobbestikkel a 210-zel is, azaz S = 210t 4 37 alaku. 1 pont
A 2011-nél nagyobb 210t+-37 alaki szamok koziil az els6 a 2137, de ennek 8-as maradéka
nem 3. A kovetkezd a 2347, ennek 8-as maradéka 3. A keresett szdm a 2347. 1 pont
Osszesen: 7 pont

4. Igazoljuk, hogy a t tertiletit ABC'D konvex négyszog akkor és csak akkor téglalap,
ha
(AB+CD)(DA+ BC) = 4t.

Megoldas: Legyenek az ABCD négyszog szogei a megfelel6 csicsokndl rendre «, 3,
v és 0. Ekkor
2t = AB - DAsina+ BC - CDsinvy

2t =AB-BCsin3+CD - DAsind

2 pont
Ezek osszege feliilrdl becsiilhetd, hiszen minden szog szinusza legfeljebb 1 lehet.

4t = AB - DAsina+ BC -CDsiny+ AB-BCsin3+ CD - DAsind <
<AB-DA+BC-CD+AB-BC+CD-DA=(AB+CD)(DA+ BC)

3 pont

Ha a négyszog téglalap, akkor minden szog szinusza 1, igy egyenloség van. 1 pont
Ha egyenloség van, az csak gy lehet, ha minden szog szinusza 1, ami azt jelenti, hogy
minden szog derékszog, azaz ABCD téglalap. 1 pont

Osszesen: 7 pont.



