Oktatasi Hivatal

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
2010-2011. tanévi harmadik, donts fordul6janak feladatmegoldasai
matematikabol, a I1. kategdria szamara

2
— xj; és for1(z) = f1 (fu(x)), hax # —3 és x # —2. Hatéarozzuk
T

1. Legyen fi(x) =
meg f2010(20]_1) értékeét.

Megoldas: Meghatarozzuk az fo(z) és f3(x) fiiggvényeket.
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f3(z) = fi(fo(2)) = — @) 73 = — _3;i7+3 = 1.

3 pont

Teljes indukcioval bebizonyitjuk, hogy ha n 3-nak tébbese, akkor f,(x) = x. Az

indukci6 kezdd lépéseként mar belattuk, hogy f3(x) = z. Az indukcios 1épésben feltessziik,

hogy valamely pozitiv egész k-ra fsp(x) = x és ennek segitségével megmutatjuk, hogy
farrs(z) = 2.

Jarr1(2) = filfae(2) = fi(2);  forse = filfoes1(2)) = fi(fi(2) = fao(2);

farts(®) = fi(faes2(2)) = fi(fo(x)) = f3(z) = .

Mivel a 2010 3-nak tébbese, ezért fogio(x) = z, tehéat fop10(2011) = 2011. 4 pont
Osszesen: 7 pont

2. Jelolje az {1, 2, ...,n} halmaz azon részhalmazainak szamat r,,, amely nem tartalmaz
szomszédos szamokat, ahol az 1-et és az n-et is szomszédosnak tekintjiik. Hatarozzuk meg
r6 értékét. Igazoljuk, hogy az {r,} sorozat harmas maradékai periodikusan ismétlgdnek,
ha n > 2 és hatarozzuk meg a sorozat peridodusat.

Megoldas: Kétféleképpen is meghatarozzuk r, értékét. Eldszor explicit képletet
készitiink (i), majd rekurziv osszefiiggéssel (ii) adjuk meg.

(i) A részhalmazban szerepls szamok legyenek pirosak, a tobbi kék. Legyen a piros
szamok szdma k. Ekkor két esetet kiilonboztetiink meg. Ha az 1 piros, akkor a 2 és az n
biztosan kék. Az n — k darab kék szam esetén ki kell valasztanunk k — 1 darab kiillénb6z6



egymast kovetds kéket, amelyek kozé egyesével helyezhetjiik a tobbi piros szamot. Az ilyen
,k0zOk” szama n — k — 1. Az esetek szama tehét (";f;l) Ha az 1 kék, akkor a tovabbi
n — k — 1 darab kék elejére, végére és n — k — 1 darab kozébe is helyezhet6 a k darab
piros, ezek szdma tehat (”;k) k legkisebb lehetséges értéke a 0, legnagyobb értékére pedig
teljesiil a 2k < n, kiilonben lenne két piros szomszédos. A részhalmazok szamét tehat a
kovetkezd Osszeggel adhatjuk meg:

R

A képlet alapjan kiszamolva rig = 2207. 4 pont

(ii) A feladat feltételének eleget tevd részhalmazt a tovabbiakban megfelelének nevez-
zik. Legyen n pozitiv egész, vizsgaljuk a megfelel6 részhalmazok r, szaméat, ha a kiin-
dulési halmazunkban n szam van. r; = 2, mivel az iires halmaz és az egy elemt halmaz
is megfelels. ro = 3, mivel az iires halmaz és a két egy elemd halmaz megfelels. r; = 4,
mivel az lires halmaz és a harom egy elemii halmaz megfelel6. Ha a kiindulasi halmazunk
az {1,2,3,4}, akkor a megfelel halmazok az iires halmaz, a négy darab egy elemi és
az {1,3}, {2,4} halmazok, azaz ry = 7. Az eddigiekhez hasonl6 médon megszamolgatva
adodo tovabbi értékek: r5 = 11, rg = 18.

Ezek alapjan azt sejtjik, hogy n > 2 esetén 7,90 = r,11 + 1, ami n = 2 esetén igaz.
Az n elemid halmaz Osszes megfelel§ részhalmazét jelolje R,. R, o-ben sorra vesszik a
megfelel§ részhalmazokat.

(a) Ha n + 2 nem elem és az 1 vagy az n + 1 sem, akkor ezek éppen R, i-et adjak.

(b) Az n + 2-t nem tartalmazo részhalmazok koziil megmaradtak azok, amelyek az 1-et
és az n + l-et is tartalmazzak, tehat az n-et nem tartalmazzak. Az ilyen részhalmazokbol
n + 1-et elhagyva megkapjuk az R,-beli dsszes olyan részhalmazt, amelyben az 1 elem.
(c) Végiil megmaradtak az n+ 2-t tartalmazo részhalmazok. Ezekben az 1 és az n+1 nem
elem, elhagyva bel6liik n+ 1-et megkapjuk az R,-beli 6sszes olyan részhalmazt, amelyben
az 1 nem elem.

Osszefoglalva: 7,5 értékét megkapjuk ha az (a) esetb6l adodo 7,1 , tovabba a (b) és
(c) esetekbdl adodo r,, értékeket Gsszeadjuk. A kapott rekurzio alapjan sorra kiszamol-
hatjuk r,, értékeit, amig megkapjuk a feladat kérdésére a valaszt: rig = 2207.

n: 4 5 6 7 &8 9 10 11 12 13 14 15 16
r,t 7 11 18 29 47 76 123 199 322 521 843 1364 2207

4 pont

A sorozatot meghatéarozo rekurzio két szomszédos elem segitségével allitja els a sorozat
kovetkezd tagjat. Ezek szerint ha talalunk a sorozatban két-két egymas utan koévetkezs
745 Tit1 €S Tigp; Tiypr1 tagot (7 és p pozitiv egészek), amelyeknek a harmas maradéka mege-
gyezik, akkor a sorozat p szerint periddikus. Ha n > 2 a sorozat tagjainak 3-as maradékai
sorban: 0,1,1,2,0,2,2,1,0,1. Megtalaltuk az elsé szomszédpart, ami ismétlédik, a periodus
hossza tehat 8. 3 pont
Osszesen: 7 pont

3. Az ABC haromszog koré irt korhoz A-ban és B-ben huzott érinték metszéspontja



legyen D. Az ABD haromszog koré irt kore az AC' egyenest és a BC' szakaszt masodszor
rendre az F és F' pontokban metszi. Legyen C'D és BE metszéspontja G.
Hatarozzuk meg a BG : GE aranyt, ha BC' : BF =2 : 1.

Megoldas: Jeldlje az ABC haromszog koré irt k kor kézéppontjat O. OAD B hurné-
gyszog, hiszen az AD és BD érint6k merdlegesek az OA és OB sugarakra, igy OD Thalesz
korén —jeldlje t—rajta van A és B. Mivel O a k kor kozepe, ezért a B kozépponti kétszeres
nagyitas utan O képe, O" k-ra keriil. Méasrészt a feladatban szerepld feltétel szerint F' a t
kor oly pontja, hogy a B kozépponti kétszeres nagyitas k-ra viszi, mégpedig éppen C-be.
Amennyiben B-bdl a t kort kétszeresére nagyitjuk, a kép egy t’ kor lesz, ami atmegy B-n
és O'-n. mivel k-nak és t’-nek csak két kozos pontja lehet, ezért F' = O és O' = C. Azt
kaptuk, hogy BC' a k kor atmérGje, és F a k kor kozéppontja és igy BAC'Z = 90°.

4 pont

Az AE DB harnégyszogben ezek szerint FABZ = 90° és e miatt EDB/ = 90°. A
DB egyenesre tehat ED és BC' is merGleges. A k kor AC' hurjahoz tartozoé keriileti és
érint6 szara keriileti szogek egyenldk, azaz ABC/Z = FADZ. At kér ED harjahoz tartozo
keriileti szogek egyenlSk, azaz FAD/ = EBD/. Azt kaptuk, hogy ABC/Z = EBD/,
amibdl kovetkezik, hogy EBC/Z = DBAZ. Masrészt a k kor AB hurjahoz tartozo keriileti
és érintG szaru keriileti szogek egyenlsk, azaz DBA/Z = ACBZ. Ezek szerint EBC'/ =
ACB/, az EBC haromszog egyenls szart, melynek EF a szimmetria tengelye. Igy EF
merdleges BC-re, tehat FF BD egy téglalap és igy ED = BF = %BC.

BC és ED parhuzamosak, BC : ED = 2 : 1, BE és CD metszéspontja G, tehat a
parhuzamos szelGszakaszok tétele szerint BG : GE =2 : 1.

3 pont
Osszesen: 7 pont



