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a gimnaziumok specialis matematikai osztalyainak tanul6i részére

Az els6 fordulé feladatainak megoldasai

Keérjiik a javito tanarokat, hogy a feladatok javitasakor vegyék figyelembe a versenyzsk
szamara kiadott tajékoztatot. Kiilon is felhivjuk szives figyelmiiket arra, hogy minden fela-
datra csak egy helyes megoldasért jar a megfelel6 pontszam. Kérjiik, hogy a dolgozatokon
konkrétan jelezzék a hibakat és az egyes feladatokra adott pontszamot, a dolgozat kijavitasa
utan pedig toltsék ki a dolgozathoz mellékelt értékels lap rovatait. A dolgozatokat nem
kell osztalyzattal mingsiteni. A pontszamok indokolt esetben bonthatok.

A TII. kategoridban versenyzé tanulok dolgozatait 13 ponttél kell tovabbkiildeni az
iskolakbol, kozvetleniil az OKTV Matematika III., Oktatasi Hivatal, 1363 Budapest,
Pf. 19. cimre. A feltételeknek megfelels dolgozatok koziil azonban csak azok kiildhetsk
tovabb, amelyek tartalmazzéak legalabb két feladat 1ényegében teljes (57 pontos) megolda-
sat. Tajékoztatasul megjegyezziik, hogy a versenykiiras alapjan a Versenybizottsag legfel-
jebb 50 versenyzét juttathat be a dontébe.

A pontozasi dtmutatéban nem szereplé més helyes megoldas vagy megoldasrészlet
esetén az ardnyos pontszdmot sziveskedjenek megadni.

Budapest, 2010. december A versenybizottsag

1. feladat

Egy 2010 x 2010-es tablazat mezdibe tgy akarunk (nem feltétleniil kiillonb6zs) egész
szamokat beirni, hogy minden sorban és minden oszlopban a szamok 6sszege kiilonbo6zé
legyen (azaz 4020 kiilonbozd Osszeget kapjunk). Legkevesebb héanyféle szam beirasaval
tudjuk ezt elérni?

Megoldas: Két szam (a és b) nem elegendd, ugyanis ezekbdl legfeljebb 2011-féle 2010
tagn Osszeg készithets: ka + (2010 — k)b, 0 < k < 2010. (3 pont)

Harom szam viszont mar elegendds, megfelel példaul az alabbi konstrukcié. Osszuk fel
a tablazatot négy 1005 x 1005-6s részre, a bal fels6ben a f6atloban és alatta 1-esek, f6lotte
0-k szerepeljenek, a jobb als6ban a féatloban és alatta minden elem legyen 2011, {f6l6tte 0,

a bal als6ban minden elem 1-es, a jobb fels6ben pedig minden elem 0. (3 pont)
Ekkor az els6 1005 sorban az elemek Osszege rendre 1, 2, ..., 1005, az utols6 1005

sorban 2011 4 1005, 2 - 2011 4 1005, ..., 1005 - 2011 4 1005, az els6 1005 oszlopban rendre
2010, 2009, ..., 1006, az utols6 1005 oszlopban pedig rendre 1005 - 2011, 1004 - 2011, ...,
1-2011, amelyek valoban mind kiilonb6zsk. (1 pont)



2. feladat
Legyen 0 < 21 < 29 < --- < x,, < 1. Igazolja, hogy

r1(1—21) + (22 —21)(1 —22) + (¥3 —22)(1 —23) + -+ + (Tp — Tp—1)(1 —z0) <

N | =

Els6 megoldas: A bal oldalon allo kifejezést jeldlje S, ekkor a beszorzasokat és Gsszevoné-
sokat elvégezve

S=an— (@74 +a2) + (w122 + D225+ - + Tp_12p)

adodik. (2 pont)
Ezt alakitsuk &t a kovetkezGképpen:
1 2 22
S=ux,— 5((331 —29)? 4 (2o —w3)* + -+ (g — xn)2> — ?1 — 7" . (3 pont)
Nyilvan S < z, — 22 /2 = —(z,, — 1)?/2 + 1/2 < 1/2, amivel a bizonyitast befejeztiik.
(2 pont)
Masodik megoldas: Vezessiik be az a1 = x1, as = 2 — 21, ..., @4y = Ty — Tn_1,

an+1 = 1 — x,, jeloléseket, ezzel a bal oldalon allo S kifejezés a kovetkezd alakba irhato:
S=ai(az+as+--+apy1) Faz(az+ -+ apg1) o+ ApGpgr. (3 pont)

Ekkor 1 = (a1 + -+ ant1)? = (@i +---+ a2 ;) + 25, és ebbdl S <1/2. (4 pont)

Harmadik megoldas: Rajzoljuk meg azt az egyenls szart derékszogi haromszoget,
amelynek csticsai az origd, az (1,0) és a (0, 1) pontok, és irjunk bele téglalapokat az dbran
lathaté modon.

1
1—X2
I
0' X1 X2 -+ Xpa Xn 1 (4 pont)

Ekkor a beirt téglalapok Osszteriilete éppen az egyenl&tlenség bal oldalan allo kifejezés.
(2 pont)
Ez nyilvan kisebb, mint a haromszog teriilete, azaz 1/2. (1 pont)

Negyedik megoldas: Az el6z6 megoldas abraja és gondolatmenete alapjan a széban
forgo Osszeg éppen az f(x) = 1 —z fliggvény 0 és 1 kozotti integraljanak egyik also kozelits
Osszege, és igy kisebb, mint az integral, ami 1/2. (7 pont)
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Megjegyzés: Az 1/2-es korlat pontos, barmilyen kisebb értéket a helyére irva az allitas nem
marad igaz; ez legegyszertibben a harmadik (és negyedik) megoldas abrajarol olvashato le,
de a tobbi megoldasbdl is konnyen adodik.

3. feladat
Keresse meg az 0sszes olyan p primszamot, melyhez léteznek olyan a, b, c egész szamok,
hogy a? + b? + ¢ = p és (a* + b* + ¢*) oszthato p-vel.

Megoldas: p = 2 és 3 megfelel a =b=1,c¢ =0, illetve a = b = ¢ = 1 valasztéssal.
(1 pont)
Megmutatjuk, hogy més primszam nem teljesiti a feltételeket. Indirekt tegyiik fel,
hogy valamely p > 3 primhez is talalnank ilyen a > b > ¢ > 0 egészeket. Nyilvin nem
fordulhat els, hogy b=c=0vagy a=b=rc. A p—a® = b? + c? egyenlSséget négyzetre
emelve p? — 2pa? + a* = b* + c* + 20%c? adodik, azaz (b* + c¢* + 2b%c? — a*) oszthato p-vel.

(1 pont)

Innen kovetkezik, hogy (a + b* + ¢t) — (b* + ¢t + 2b%¢? — a?) = 2(a* — b2c?) =

= 2(a® — be)(a® + be) is oszthatod p-vel. (2 pont)
Mivel p > 2 és prim, ezért p osztdja a? — be-nek vagy a? + be-nek. (1 pont)

Az elsé nem lehet, mert p = a? + b% + ¢ > a® — be > 0. (1 pont)

A maésodik szintén lehetetlen, mert 0 < a® + bc < a? + b + ¢ = p. (1 pont)

4. feladat

Egy n-elemid H halmaznak kivalasztottuk néhany k-elemt részhalmazat (3 < k < n)
ugy, hogy H barmely két elemét pontosan hdrom darab, barmely hdrom elemét pontosan
két darab kivalasztott részhalmaz tartalmazza. Hatarozza meg n és k lehetséges értékeit.

Megoldas: Legyenek Hi,...,H; a kivalasztott k-elemd részhalmazok. Szadmoljuk meg
kétféleképpen, hanyszor fordul els, hogy valamelyik H; tartalmazza H valamely elempar-

n
jat (minden egyes ilyen tartalmazasi relaciot kiilon szamolva). Mivel az 5 elempar
n
mindegyike pontosan 3 db H;-ben van benne, ezért a keresett szam 3(2). Masfeldl egy

k k\ -
H;-ben (2) elempar van, tehat a keresett szam j<2>. Igy

3(7;) - g(];) . (2 pont)

A masik feltételbsl hasonléan adodik, hogy

2(?) - ]<§> . (1 pont)

A maésodik egyenlGség 3-szorosat az elsé egyenlGséggel elosztva kapjuk, hogy
2(n —2)/3 = k—2, azaz n = (3/2)k — 1. Innen k = 2t és n = 3t — 1 valamilyen
t > 2 egészre. (1 pont)



Ezt irjuk vissza az els6 egyenlGség 2-szeresébe: 3(3t — 1)(3t — 2) = 2jt(2t — 1).
Megmutatjuk, hogy 2¢ — 1 mind 3t — 1-hez, mind 3¢ — 2-ho6z relativ prim. Valoban, ha
d=(2t—1,3t—1), akkor d | 2(3t —1) —3(2t — 1) = 1, és hasonloan ha f = (2t — 1,3t —2),
akkor f | 3(2t —1) —2(3t —2) = 1. Ezért 2t —1 | 3, azaz t > 1 miatt csak 2t — 1 = 3 lehet.
Innent=2,n=5k=4¢ésj=5. (2 pont)

Vagyis csak egy 6telemii halmaz 6sszes négyelemi részhalmaza johet szoba. Ez valoban
megfelel, hiszen barmely két elem pontosan azokban a négyelemid részhalmazokban van
benne, amelyeket ehhez a két elemhez a maradék hérom elem koziil kettének a hoz-
zavételével nyerilink, és hasonloan lathato a masik feltétel teljesiilése is. (1 pont)

5. feladat
(a) Tiikrozziik az ABC haromszog A cstucsat B-re, B-t C-re és C-t A-ra. Igaz-e, hogy
ha a tiikorképek alkotta haromszog szabalyos, akkor az eredeti haromszog is szabalyos?
(b) Tiikrozziikk az ABCD tetraéder A csiucsat B-re, B-t C-re, C-t D-re és D-t A-ra.
Igaz-e, hogy ha a tiikorképek alkotta tetraéder szabalyos, akkor az eredeti tetraéder is
szabalyos?

Els6 megoldas: (a)

Fejezziik ki a keletkez6 haromszog oldalainak négyzetét az ABC hédromszoghoz csatlakozo
harom darab haromszogre felirt koszinusztétel segitségével:

a'? = ¢® + 4a® — 4ca cos(180° — jB)
b'? = a* + 4b* — 4abcos(180° — )
¢? = b? 4 4c® — 4bc cos(180° — a)

A cos(180° —x) = — cos x Osszefiiggést, valamint az ABC haromszogbeli koszinusztételeket
felhasznalva az

a'? = 6a® — 2b% + 3¢
b'? = 3a® + 6b* — 262
d? = —2a% 4 3b + 662

kifejezéseket kapjuk. (2 pont)



Ha ez a harom mennyiség egyenld, akkor az els§ 8-szorosabol a masodik 3-szorosanak
és a harmadik 5-szorosének az 6sszegét levonva nullat kell kapnunk. A jobb oldalon ezeket
a miiveleteket elvégezve a c?-et tartalmazo tagok kiesnek, és 49a? — 49b? marad, ahonnan
a = b kovetkezik. Hasonldéan kaphatd két mésik oldalhossz egyenlGsége is, igy tehat az
ABC haromszog szabalyos. (1 pont)

(b) Legyen a kiindulasi ABC'D tetraéder szabélyos, és legyenek a kapott tiikorkép-
pontok rendre P, @, R és S.

Ekkor az APS és a BQP haromszog két oldal és a kozbezéart 120°-os szog egyenlGsége
alapjan egybevago, igy PS = PQ. (1 pont)
Ugyancsak e két haromszog egybevagosiga miatt az APS és az AP(Q) szbgek Osszege
60°. Mivel azonban a két szog nincs egy sikban, az SPQ szdg kisebb 60°-nil. Emiatt a
PQS haromszog nem szabélyos, és ezért a PQRS tetraéder sem szabalyos. (2 pont)
Szabéalyos tetraéderbdl kiindulva tehat nem kaphatunk szabalyos tetraédert, igy ha a
tiikorképek alkotta tetraéder szabalyos, akkor az eredeti tetraéder biztosan nem szabélyos.
(1 pont)

Masodik megoldas: (a) Legyenek a tiikorképek alkotta szabélyos haromszog cstcsainak
a helyvektorai rendre p, q, r, és legyenek az élei egységnyiek. Az ABC haromszog cstucsaiba
mutato a, b, ¢ helyvektorokkal kifejezve

2b—a=np,
2c—b=q,
2a—c=r. (1 pont)

Adott p, q, r mellett az a, b, ¢ vektorokat ennek a vektoregyenlet-rendszernek a
megoldéasa utjan kaphatjuk. A megoldas:

2 4
L_Pt2tdar

_ q+2r+4p C_r+2p+4q
7 ’ - 7 ’ 7 ' (1 pont)



Ebbél az ABC' haromszog oldalainak hosszara az

a— bl == 20c~p) + (@~ )],
bc/=2|2(p—a) + (r—a)]
c—al=1|2(a—1)+(p—1)]

képleteket kapjuk. Mindharom kifejezésben két egymassal 60°-os szdget bezard vektor
szerepel, amelyek hossza 2, illetve 1. Az oldalak tehat egyenl6k, az ABC héiromszog
szabalyos. (1 pont)

(b) Tegytik fel, hogy a tiikorkép-pontok szabalyos tetraédert feszitenek ki, és legyenek
a csucsok helyvektorai rendre p, q, r és s. A keresett eredeti ABC' D tetraéder cstucsainak
helyvektorai a

2b —a=p,
2c—b=q,
2d—-c=r,
2a—d =s

vektoregyenlet-rendszer megoldasai:

_ q+2r+4s+38p

o P+ 2q + 4r + 8s

b
15 ’ 15 ’
r+2s+4p + 8q s+ 2p +4q + 8r
c= 15 , d= 15 . (2 pont)

Megmutatjuk, hogy AC # AB. Az AC szakasz hossza:

1
a—cl=[3(r—p)+6(s—a)|.

Ebben a kifejezésben két merdleges egységvektor szerepel, ezért az a — ¢ vektor hosszanak
a négyzete (3% + 62)/15% = 45/15%. Az AB szakasz hossza:

a— bl = = [4(s—p) + 200~ p) + (a—p) .

Itt harom, paronként 60°-os szoget bezar6 egységvektor szerepel, ezért az a — b vektor
hosszénak a négyzete (4> +22+12+2-(1/2)- (4-2+2-1+1-4))/15% = 35/15%.
Az ABCD tetraéder két éle tehat kiilonbozé hosszi, igy nem lehet szabalyos. (2 pont)



