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MATEMATIKA II. KATEGORIA

Javitasi—értékelési titmutatd

1. Az x, y, z olyan pozitiv egészek, amelyekre az

z(y+1) ylz+1)  z(xz+1)
Y y _ 1 )
hanyadosok mindegyike pozitiv egész szam. Mi az xyz szorzat lehetséges legnagyobb
értéke?

z—1 z—1

Megoldas: A feladatban szereplé hanyadosok nevezGje nem lehet 0, ezért x, y, z
mindegyike legalabb 2. 1 pont
Mivel a szomszédos szamok relativ primek, ezért teljesiil, hogy

r—1ly+1, y—1lz+1, z—-1lz+1 2 pont
Hasznaljuk ki, hogy a|b-bdl kovetkezik, hogy a < b, igy
r<y+2<z+4<r+6

Az igy nyert Gsszefiiggésben nem lehet mindenhol egyenléség, mert akkor = x4 6 lenne.
2 pont
Ha példaul z —1 < x+ 1, akkor z — 1|z 4+ 1 miatt 2(z — 1) < v+ 1. Ekkor 2z < x+3 <
y+5<2+7 Ebb6l 2 <7, y<9,r <11, azaz zyz < 7-9-11 = 693.
Hasonléan kapjuk y —1 < 2+ 1-b6l hogy y < 7, x < 9, 2 < 11, vagy v — 1 < y + 1-bdl
hogy * <7, 2 <9, y < 11.
A feladatban keresett N értéke tehat 693 és ezt az xyz szorzat el is éri példaul az
r="T,y=11, 2 =9 esetben.
2 pont

Osszesen 7 pont
2. Tekintsiik egy kocka harom olyan lapatlojanak egyenesét, amelyek paronként ki-

térGek. Az e egyenes az iménti harom egyenes mindegyikével ugyanakkora szoget zar be.
Mekkora lehet ez a szog?
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Megoldas: Hasznaljuk az abra jeloléseit. ElGszor megmutatjuk, hogy a feladat szo-
vegének megfelelGen csak lényegében egyféle lehetségiink van kijeldlni harom lapatlot.
Ezek az dbran a BG, AC és DE.

Legyen az egyik lapatlot tartalmazd lap az ABC'D. Még két tovabbi lapatlo kell,
ezek nem lehetnek mindketten a szemben levs lapon, ezért egyikiik lapja az ABCD-
re merdleges, legyen ez a BCGF. Ezen két lapon csak tugy tudunk kitérd lapatlokat
felvenni, ha a kozos BC' él végpontjaibol egy-egy indul. Tegyiik fel, hogy az egyik az
AC, a masik a BG. A megmaradt lapatlok koziil vagy DFE-t, vagy F H-t valaszthatjuk, e
két eset forgatassal egymasba vihetd, ezért valasszuk E D-t. Megkaptuk, hogy lényegében
egyetlen moédon lehetséges kivalasztani harom lapatlot agy, hogy azok paronként kitérGek
legyenek. 2 pont

Bevezetiink harom, paronként egymaésra meréleges egységvektort. Legyen AB = z,
ﬁ =y, zﬁ = z. A keresett e egyenes v iranyvektora legyen v = azx + By + 7z,
A kijelolt lapatloink iranyvektorai B? =y+z, z@ =x+yés ﬁ =z —y. Mivel

|B®| = ]1@| = |ﬁ], ezért e akkor zar be mindegyikkel ugyanakkora szoget, ha v
skalarszorzatanak abszolut értéke mindharommal ugyanakkora.

Q'B?:ﬁ—i-’)/, yu@:aJrﬁ, y-ﬁzv—ﬁ. 1 pont

Vizsgéljuk a |3 + | = |y — B8] feltételt. i) Ha 3+~ = v — 3, akkor 8 = 0. Két
lehetGség maradt: il) ha v = «, ekkor e parhuzamos AF-fel és az AFC' illetve BDG
szabalyos haromszogek alapjan minden kijelolt lapatloval 60°-os szoget zar be; i2) ha
v = —a, ekkor e parhuzamos BE-vel és az EGB illetve DEB szabélyos haromszégek
alapjan minden kijelolt lapatloval 60°-os szoget zar be. 2 pont

ii) Ha 4+~ = § — 7, akkor v = 0. Most is két lehetéség maradt: iil) f = a + 0,
azaz o = 0, ekkor e parhuzamos AD-vel és nyilvan minden kijelolt lapatloval 45°-os
szoget zar be; ii2) —f = a + f3, ekkor e parhuzamos a D-n és BC' felez6pontjan athalado
egyenessel. Legyen a v-vel parhuzamos, a feltételeinknek megfelelé w = 2x —y. Ekkor

a lapatlok iranyvektorainak hossza v/2, |w| = /5, w skalarszorzatanak abszolut értéke
minden lapatlo vektorral 1. Igy a bezart szog koszinuszanak értéke \/%, amibdl a bezart
sz0g nagysaga ~ 71.6°. 2 pont
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Osszefoglaljuk a kapott megoldasokat. Négy iranyt lehet az e egyenes, ezek koziil kettd
60°-ot, egy 45°-ot, egy pedig arccos\/% ~ T1.6°-ot zar be a feladatban meghatarozott

harom lapatloval.

Osszesen 7 pont

3. Legyenek x1, xa, ..., 2015 valos szamok. Ugyanezen szamok valamely 1, yo, ..., Y2015
permutacidjara teljesiil, hogy

3y1 — X1 = 2r3, 3y2 — T2 =23, ..., 3Y2015 — Ta015 = 271
Bizonyitsuk be, hogy ez csak tigy lehet, ha minden x; ugyanakkora.

Megoldas: Az indexek ciklikussaga miatt képzelhetjiik ugy a feladatot, hogy egy
szabdlyos 2015 szOg cstucsaiban vannak az x1, xo, ..., X015 valos szamok, a sokszog x; és
x;41 kOzti oldaléra rairjuk az y; szamot. A feltételt kissé atalakitva

X+ 2w
yl - 3 9

igy a sokszog minden oldalan a hozza tartozo csicsok stlyozott szamtani kézepe all.
2 pont
Tekintsiik az x1, o, ..., o015, szadmok koziil a legnagyobbat, ez forduljon el6 a szamok
kozott n alkalommal és legyen értéke M. Ekkor az y; szdmok kozott is n alkalommal
latjuk M-et. 2 pont
Az ilyen éleket, ahol az y-beli szam értéke M, nevezziik maximalisnak. Egy maximélis
él mindkét végén allo x-beli szam értéke M. n darab maximdlis él és ezeknek 2n darab
—nem feltétleniil kiilonb6éz6— végpontja van. A sokszognek n darab csicsdhoz irtunk M-
et, mindegyikbl legfeljebb kettd maximalis él indulhat. Azaz minden M értéki x-beli
szambol 2 maximalis é] indul. Igy a maximalis élek kort alkotnak, ami csak ugy lehet, ha
n = 2015, azaz minden szam ugyanakkora. 3 pont

(i=2015—r1e i+1=1)

Osszesen 7 pont

2. megoldas: A feladatban megadott feltételeket rendezziik at 3y; = x; + 2x; 1 alakra.
Emeljiik ezen egyenletek mindkét oldalat négyzetre, majd adjuk 6ssze mindegyiknél a bal
és jobb oldalakat:

2015 2015 2015
9291‘2:5255?4'42%%“- 3 pont
i—1 i=1 i=1
Mivel
2015 2015
Z 2 Z 2
yi - xi 9
i=1 i=1
ezért rendezve
2015 2015

4 E 1'12:4 E LiTj41-
=1 i=1
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Ezt kettovel osztva, majd egy oldalra rendezve:

2015 2015
2233'12 -2 Zl’il‘i+1 = (.I'l — l’g)z -+ (33'2 — 1'3)2 + ...+ (l’2015 — l'1>2 =0. 3 pOIlt
i=1 =1

Ez csak ugy teljesiilhet, ha ciklikusan minden z-beli elem egyenl6 a két szomszédjaval,
tehat az Osszes szam is egyenld. 1 pont
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