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Megoldasok

1. feladat

A k korhoz egy kiils6 ponton keresztiil egy e szel6t és két érintét huzunk, az utébbiak
érintési pontjai A és B. Az A ponton athaladé, e-vel parhuzamos egyenes az A-t6l kiilon-
boz6 C' pontban is metszi k-t. Bizonyitsuk be, hogy a BC' egyenes felezi e-nek a k-ba es6
szakaszat.

Elsé megoldas: Legyen P az adott kiils6 pont, O a kor kdzéppontja, és F' a szoban forgd
felez6pont, azaz az O-bol e-re bocsatott m merdleges egyenes talppontja. Belatjuk, hogy
B, F és C kollinearis, ami egyenértékd a bizonyitando6 allitassal.
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Thalész tétele miatt A, B és F illeszkedik a PO &atmérgjd korre. A PF B szog és az
AFP sz6g ebben a korben az egyenlé PB és PA ivekhez tartozd egy-egy keriileti szog,
ezért PFB< = AFP<. Az m egyenesre vonatkozo tiikrozésnél az A pont C-be, az e
egyenes pedig 6nmagaba megy at. Ezért az AF P szog tiikorképe a PF B szog cstucsszoge,
ahonnan B, F és C kollinearitasa kovetkezik. (Mindezek a megallapitasok attol fliggetleniil
érvényesek, hogy az O pont az e egyenesnek melyik oldalara esik, illetve hogy illeszkedik-e
ra.)



Masodik megoldas: Legyen M az e és BC metszéspontja. Hasznaljuk a masodik abra
szerint keletkez6 hat szogre az «, 3, v, 9, €, ¢ jeleket. ElGszor megmutatjuk, hogy ezek a

szogek egyenlsk.
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Az a = B egyenlGség nyilvanvalo az érint6k szimmetriajabol, § = ~ abboél addédik, hogy
mindketten az AB ivhez tartozo keriileti szogek, v és § pedig az AC || e feltevés miatt
egyallasa szogek.

Az a = § egyenlGséghdl kovetkezik, hogy a PBM A négyszog hurnégyszog, ebbdl pedig
p = e adodik. Végiil ismét AC' || e felhasznalasaval e = ¢, mert valtoszogek.

Az ACM haromszogben tehat az AC oldalon fekvs szogek egyenlSk. Ezért M illeszkedik
AC felez6 mer6legesére. Ez az egyenes felezi az 6sszes AC-vel parhuzamos hiurt, tehat M
is felezi koziiliik azt, amelyik e-n fekszik.

2. feladat
Tegyiik fel, hogy nemnegativ egész szamoknak egy véges A = {a1 < as < ... < ay} és
egy végtelen B = {b; < b < ...} halmazéra teljesiil, hogy minden nemnegativ egész

egyértelmien el6all a; + b; alakban. Mutassuk meg, hogy ekkor B sziikségképpen ,tisztan
periodikus”, azaz létezik olyan ¢ > 0, hogy barmely b nemnegativ egész szdm pontosan
akkor eleme B-nek, ha b+ c is az.

Megoldas: Nyilvan a; = 0 (és by = 0). Emiatt n € B pontosan azt jelenti, hogy n csak
n = 0+ n alakban all el6 a 4+ b alakban, tehat n — as,n — as, ..., n — ax egyike sem eleme
B-nek. Ha viszont n ¢ B, akkor n = a+1b elGallitasaban as, as, . . . , a valamelyike szerepel
a-ként, azaz n — as,n — as,...,n — ax kozil (pontosan) az egyik B-beli. Ezzel belattuk,

hogy
neB < n—az,n—as,...,n—ap € B.

Ugyanigy adodik a ,masik irdnyban” is egy hasonl6 Gsszefiiggés:
neB < n+4ag,n+ar—as,...,n+ap—ap_1 ¢ B.

Ez azt jelenti, hogy ha egy d = aj — 1 hosszisagu tetszéleges [z, y] intervallumon, amely-
nek a végpontjai pozitiv egészek, adottak B elemei, akkor = — 1-r6l, illetve y + 1-16l egy-
értelmien kideriil, hogy eleme-e B-nek vagy sem. Egy ilyen intervallumon a B-beli elemek
elhelyezkedése legfeljebb 29+ 1-féle lehet, tehat lesz olyan 1 < x2, amelyre az [zq,z1 +d] és
[x2, x2 + d] intervallumon a B-beli elemek elhelyezkedése ugyanolyan. Ez a fentiek alapjan
azt jelenti, hogy B elemei egy ¢ = x9 — x1 hosszusagi periédus szerint ismétlddnek.



3. feladat

Melyek azok az egész egyiitthatos f polinomok, amelyekre minden j > 1 esetén f(27)
pozitiv primhatvany?

Els6 megoldas: Az f(z) = 2™2™ (m > 0,n > 0), valamint a konstans primhatvany
polinomok nyilvan megfelelnek. Megmutatjuk, hogy mas ilyen polinom nincs.

Az egytagt polinomok koziil nyilvan csak ezek jok. Tegyiik fel, hogy létezik egy legalabb
kéttagi ilyen f, azaz f(x) = an,a™ + g(z) = anx™ + an_12" "1 + ...+ ag, ahol (a feltételbsl
kévetkezGen pozitiv) a,-en kiviil még legalabb egy egyiitthaté nem nulla.

Fel fogjuk hasznalni az alabbi ismert tényt, amelyet a teljesség kedvéért be is bizonyitunk.

()  Elég nagy r-re f(r)-ben az a,r" tag ,dominal”, azaz (példaul)
3a,r"/2 > f(r) > a,r™/2, ha r elég nagy.

Valoban, ha c jeloli az ag, aq,...,a,_1 egyiitthatok abszolut értékének maximumat, akkor
(r > 1 esetén)

1
lg(P)| = |£(r) — anr™| = |ag +a1r + ...+ an_17" | < enr™ T < Fan"s

ha r > 2nc/a,,, amivel (x)-ot belattuk.

Ratérve a feladat allitasanak igazolasara, elGszor tegyiik fel, hogy ag paros. Ekkor f(27)
paros, tehéat a feltétel alapjan kettShatvany. Valasszunk egy olyan j értéket, amelyre
r = 27 teljesiti (x)-ot, tovabba g(27) # 0 (ilyen j van, hiszen egy nem nulla polinomnak
csak véges sok gyOke lehet), és végiil legyen j > h, ahol h a 2 kitevinek maximuma az
f(x) nem nulla egyiitthatéinak primtényezss felbontasaban.

A feltétel szerint f(27) = 2%, Jelolje s a 2 kitevSjét az a, primtényezds felbontasaban.
Ekkor a,,2’™-ben a 2 kitevSje s + jn, g(27)-ben pedig a 2 kitevsje legfeljebb j(n — 1) + h
(mert a nemnulla tagokban a 2 kitevGje h < j miatt paronként kiillonb6zs, ezért a legkisebb
kitevs ,nyer”), és ez (ismét h < j miatt) kisebb, mint jn, tehat (x) alapjan u = s +nj. Ez
azonban (ismét felhasznélva (x)-ot is) g(27) # 0 miatt lehetetlen.

Vizsgaljuk most azt az esetet, amikor ay paratlan. Ekkor f(27) paratlan, tehat egy paratlan
prim hatvanya kell hogy legyen. Elég nagy r-re f(r) > 1 (példaul (x) alapjan), ezért
valaszthatunk olyan K értéket, amelyre A = f(2%) > 1.

Mivel A paratlan, ezért van olyan N, hogy 2V-nek 1 a maradéka A>-tel osztva. Ez adodik
az Euler-Fermat-tételbsl, vagy abbol, hogy az A% + 1 darab 1,2,22,...,24" szam nem
adhat csupa kiilonboz6 maradékot A2-tel osztva, igy alkalmas v < w-re A? | 2¥ — 2V =
= 2Y(2w™Y — 1), és mivel (A2%,2V) =1, ezért A% | 2w~ — 1.

Az el6z6ek alapjan minden t-re is igaz, hogy 2¢¥-nek az A%-tel valo osztasi maradéka 1.

Tudjuk, hogy B, = f(2tN+K) = p* valamilyen p; primmel. Az el6z6ekbsl adodik, hogy
By-nek az A szerinti osztési maradéka ugyanaz, mint f(2%) = A maradéka, vagyis 0, azaz
Al pft. Ez azt jelenti, hogy A primhatvany, A = ¢¢ (e > 1), és minden t-re B; = ¢%. Az
el6z6 meggondolashoz hasonléan kapjuk, hogy B;-nek az A? szerinti osztasi maradéka A,
tehat B, = ¢% a g-nak legfeljebb e-edik hatvanyéaval oszthato, azaz d; < e. Azonban elég
nagy t-re ¢% = f(2!NTX) > ¢°, ami ellentmondas.



Masodik megoldas: Az els6 megoldas jeldléseit hasznaljuk, és most is feltessziik, hogy
egy legalabb kéttagu f kielégiti a feltételt, és kicsit méasképp jutunk ellentmondasra.

Sziikségiink lesz a (x)-nak az alabbi ergsebb valtozatara, ami ugyanugy bizonyithato:

() Lriﬁl, ha r — oo.
QpT
Legyen el6szor ag paros, azaz f(27) kettShatvany, és legyen k a legkisebb olyan egész,
amelyre ay, # 0, a feltevésiink szerint k < n. Legyen a;, = 2°z, ahol z paratlan, ekkor j > b
esetén f(27) = 2 1b(2 4+ 2R) alkalmas R egésszel. Mivel f(27) kettShatvany, és a méasodik
tényezs paratlan, ezért ez a tényezd 1, azaz f(27) = 2%+ Innen (xx) alapjan j — oo

esetén )
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ami k # n miatt lehetetlen.

Ratérve a paratlan ag esetére, az els6 megoldasbeli gondolatmenet elejét A = f(25) egy
q primosztojara elvégezve kapjuk, hogy B; = f(2!VTX) = ¢d. Ekkor (x*) alapjan t — oo
mellett
g%

a, 20N+EK)n — 1
és igy elég nagy t-re
dy

0,9 < — " <11,

anQ(tN +K)
Ezt t-re és t + 1-re felirva, majd a két egyenlGtlenséget egymassal elosztva
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adodik. Ez utobbit is t-re és t 4 1-re felirva, majd a két egyenlStlenséget egymassal elosztva

kapjuk, hogy ] ;
q t+2—at41

0,6 < <1,7.

th+1 —dy

1,7
Mivel ¢ > 3 > ﬁ, ezért dyio — dyy1 = dyy1 — dyp. A kozos értéket L-lel jelolve, igy elég
nagy rogzitett t-;e barmely M esetén dyyp = di + M L. Ezt (xx)-ba beirva, M — oo

mellett y

di+ML di L

q -1 -(q > —C.-DM 1.
anQ((t+M)N+K)n an2(tN+K)n 2Nn

Innen D = 1, azaz ¢ = 2V™, ami (n > 0 miatt) nem lehetséges.



