Oktatasi Hivatal

A 2015/2016. tanévi
Orszagos Kozépiskolai Tanulméanyi Verseny
els6 fordulo

MATEMATIKA

II. KATEGORIA
(GIMNAZIUM)

Javitasi—értékelési utmutatd

1. Adottak az 1, 2, 3, ..., 2015 grammos stilyok. Be lehet-e osztani ket 6t csoportba
ugy, hogy a stlyok szama és az Gsszege is azonos legyen minden csoportban?

Megoldas: Megmutatjuk, hogy a feladat feltételeinek megfelels csoportok létrehoz-
hatoak. A sulyokra a rajuk irt szamokkal hivatkozunk. Elészor tekintsiik az 1, 2, 3, ...,
15 szamokat. Ezek egy lehetséges beosztéasa:

15+7+2=144+6+4=134+1+10=124+9+3=114+8+5

Minden csoportban harom szam van, mindegyikben 24 a szamok Gsszege és minden szamot
pontosan egyszer hasznaltunk fel. 3 pont

Megmutatjuk, hogy tiz szomszédos egész szam is csoportokba oszthatd a kivint moédon.
Legyenek a szamok n,n +1,...,n 4+ 9, a csoportok pedig:

n+n+9) =n+1)+n+8)=n+2)+(n+7) =n+3)+(n+6)=(n+4)+(n+5).

2 pont

A 2015 sily beosztasa torténhet a kovetkezGképpen: az els§ 15 szamot szétosztjuk

a megadott modon, majd sorra vessziik tizesével a szdmokat és szétosztjuk Gket a fent
megadottak szerint a meglévs csoportokba. Igy minden szam sorra keriil, hiszen 2015 =
15+ 200 - 10. 2 pont

Osszesen 7 pont

2. Két egyenl§ szari haromszoget vizsgalunk. Az els6nél a haromszog beirt kore a
szarakat az alaphoz kozelebbi harmadoloépontban érinti, a mésodiknal az alaptol tavolabbi
harmadolopontban. Melyik esetben fedi a beirt kér a haromszog teriiletének nagyobb
hanyadat?
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Megoldas: Legyen a haromszog alapja BC', ennek felezGpontja F', a beirt kor kozép-
pontja O, sugara r, a beirt kornek az AB szaron levé érintési pontja D. Legyen OA =y,
BF = z. Kiils6 pontbol a kérhoz huzott érintGszakaszok egyenldk, igy BF' = BD = .

1 pont
Az OAD héaromszog hasonl6 BAF haromszoghoz, hiszen A-nél levs szogiik kozos és
D-nél illetve [-nél derékszog van, igy szogeik ugyanakkorak. 1 pont

A

27/ y
D
x 1%
B © F ke e

ElGszor tekintsiik azt az esetet, amikor BD : DA = 1: 2, azaz AD = 2z. Az emlitett
hasonl6 haromszogek megfelel§ oldalainak ardnya megegyezik, tehat

y:3r=r:xz = y=23r
frjuk fel a Pitagorasz tételt az OAD haromszogre:
(22 =12=0Br)? = z=V2-r 1 pont

A beirt kor teriilete 77 = 72-7. A haromszog teriilete Ty = x- (r+vy) = v/2r- (r+3r) =
44/2r%. A kor és a haromszog teriiletének aranya:

T rew

T, 4y/2r?
Most tekintsiik azt az esetet, amikor BD : DA = 2 : 1, azaz AD = 3. Az el6z6
%r, a Pitagorasz tételbdl
z = +/5r. A haromszog teriilete ebben az esetben T = z(r + y) = V/5r(r + 3r) = %57“2.
A kor és a haromszog teriiletének aranya ebben az esetben :

~ 0.5554. 2 pont

gondolatmenet 1épései mentén: a hasonlé haromszogekbdl y =

T, r’.m
2

A masodik esetben fedi a beirt kor a haromszog teriiletének nagyobb hanyadat.

Osszesen 7 pont
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3. A porzitiv egész szamok korében négy egymast kévets paratlan szam négyzetének
az Osszegét vizsgaljuk. Hény ilyen szamnégyes van 1 és 100 kozott, amelyeknél ez a
négyzetosszeg 36-tal oszthatd?

Megoldas: A szoban forgd szamok jeloléseit gy valasztjuk, hogy négyzetosszegiik
viszonylag egyszerii kifejezés legyen. Tehét a szamok:

2n—3, 2n—1, 2n+1, 2n+3.
Ezek négyzetosszege
(2n =3+ (2n—1)>+ (2n+ 1)* + (2n + 3)*> = 16n° + 20 = 4(4n” +5). 1 pont
Ez akkor és csakis akkor oszthaté 36 = 4 - 9-cel, ha 4n? + 5 oszthatd 9-cel. Viszont
An* +5=4n’+5+4—4=4n* -1 +9=4(n+1)(n—-1)+9,

ez pedig akkor oszthatd 9-cel, ha (n + 1)(n — 1) is oszthato. 2 pont

n+1ésn—1 kiilonbsége 2, ezért csak egyikiik lehet 3-mal oszthato, ezért (n+1)(n—1)
csak akkor oszthato 9-cel, ha a tényezSk valamelyike oszthato, ha tehat n 4+ 1 = 9k vagy
n — 1 =9k (k pozitiv egész), azaz

n=9—1 vagy n=9k+ 1. 2 pont

Az els6 esetben a szamnégyes kezdG szama 18k — 5 alaki, a feladat feltételének a
13, 31, 49, 67, 85 kezdszdmok felelnek meg. A mésodik esetben a kezd§ szam alakja
18k — 1, a feltételeknek a 17, 35, 53, 71, 89 kezdGszadmok tesznek eleget, tehat osszesen 10
szamnégyes elégiti ki a feltételeket. 2 pont

Osszesen 7 pont

4. A 11.a osztaly sakkozni szeret§ didkjai kormérkdzéses sakktornat rendeztek egymés
kozott. Mindenki mindenkivel egyszer jatszott. Az eredmények érdekesen alakultak: a
résztvevik koziil barmely kett6hdz van legalabb egy olyan, akit mindketten legy&ztek a
tornan. Legalabb hanyan szeretnek sakkozni a 11.a-ban?

Megoldas: Tekintsiik az egyik versenyzét, legyen A. Van olyan, akit legy6zott, legyen
koziiliik az egyik B. Van olyan, akit A és B is legy6zott, legyen C. Van, akit A és C is
legy6zott, ez nem lehet B, legyen D. Azt kaptuk, hogy tekintve egy tetszé6leges versenyzit,
esetiinkben A-t, talalhato hozza harom olyan masik, akiket legy6zott. Ezek voltak A-hoz

B, Cés D. 2 pont
[gy n résztvevs esetén legalabb 3n mérkézés volt. Masrészt a mérkézések szama Ossze-
sen @, azaz
n(n—1
< M,
amibdl az adodik, hogy a résztvevk szama legalabb 7. 2 pont

7 résztvevs esetén megadhatoak az eredmények a feladat feltételeinek megfelelGen. Ul-
tessiik le a 7 embert egy kerek asztal koré és mindenki gyGzze le a jobb oldali szomszédjat,
a jobb oldali masodszomszédjat és a bal oldali harmadszomszédjat. Ha a versenyzdk a
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kor mentén sorban A, B, C, D, E, F és GG, akkor pl. A legy6zte B-t, C-t és E-t, a tobbi
mérk6zés ennek mintajara forgasszimmetrikusan adodik. Ha két ember szomszédos, pl A
és B, akkor mindketten legy6zték C-t. Ha masodszomszédosak, pl A és C, akkor mind-
ketten legy6zték E-t. Ha harmadszomszédosak, pl A és D, akkor mindketten legy&zték
E-t. A forgasszimmetria miatt minden lehetGséget végignéztiink, valoban teljesiilnek a
feladat feltételei. 3 pont

Osszesen 7 pont

Megjegyzés: Ha a dolgozatban 7 sakkozo esetén mas modon (pl tablazat, graf, stb)
megadja az eredményeket, de nem ellenérzi, hogy teljesiilnek a feladat feltételei, akkor
legfeljebb 6 pont adhato.

5. Oldjuk meg a kovetkezG egyenletet, ha x 2-nél nagyobb természetes szam:

\/1+1+1+\/1+1+1+ s 1 +1_2015~(2x—|—1)
22 32 32 4207 (x—1)2 22 2 '

Megoldas: A bal oldalon az elsé gyokjel alatti szam g—g, amibdl kényelmesen gyokot

lehet vonni. 1 pont
Vizsgaljuk a bal oldal egy altalanos tagjat:

L+ 1 N 1 o nt2n3 4 3n? 4+ 2n+1 n2+n+1\2
n?  (n+4+1)2 n?(n+ 1)? B n(n+1)

2 pont
A gyokvonast elvégezve és tovabb alakitva:
n24+n+1\> n2+n+1 4 1 1+1 1 5 vont
— ) =— = — = - — . on
n(n+ 1) n(n+1) n(n+ 1) n n+1 P

Ekkor egyenletiink igy irhato fel:

(1+1—1)+<1+1—1)+...+(1+ ! —1)22015'(2x+1).

2 3 3 4 r—1 =z 2z

A bal oldali osszeg ugynevezett teleszkopikus Gsszeg, rendezés utan megmarad belSle x —2
darab 1-es, a tortek koziil pedig az +% és a —%. Igy egyenletiink:

1 1 2015-(2z+1)
r—24+—-——-= .
2 2

Mivel x > 2 beszorozhatunk 2z-szel és igy a

(22 4+ 1)(z — 2) = 2015(2z + 1)

egyenlethez jutunk, amelynek az = > 2 feltételt kielégitG egyetlen gyoke az z = 2017.
2 pont

Osszesen 7 pont
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