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Javitasi-értékelési utmutatod

1. feladat
Az ag,aq,...,a10 egész szamok Osszege 11. Maximalisan hany egész megoldasa lehet az x
ismeretlenre felirt

ao—l—a1x+a2x2+...+a10x10 =1
egyenletnek?
Megoldas: Legyen f(z) = a102'® +agx® +---+a1x+ao— 1, ekkor f egymastol kiilonbozs
egész gyokeinek a maximalis szaméat keressiik. (1 pont)
Ha ezek a kiilonbo6z6 egész gyokok cq, . .., ¢k, akkor a polinom felirhaté f(z) = (z —cq1) ...
...(z — cg)g(z) alakban, ahol g is egész egyiitthatos. (2 pont)

A feltétel szerint
f)y=ap+ag+...+a1+a—1=10=(1-c1)(1 —¢c2)...(1 —ck)g(1), (2 pont)

tehat a 10 el6all k + 1 egész szdm szorzataként, amelyek koziil az els6 k biztosan mind
kiilonb6z6. (1 pont)
A szamelmélet alaptétele miatt a 10-et elGallitéo szorzatban az 1-nél nagyobb abszolit
értéki tényezGk szama legfeljebb kettd lehet. Az els6 k tényez6 kozott 1 és —1 mindegyike
legfeljebb egyszer fordulhat els, tehat csak k < 4 lehetséges. (2 pont)

A k = 4 meg is valosulhat, legyen pl. ¢; = 0, co = 2, c3 = 3, ¢4 = —4 és g a konstans 1
polinom. Ekkor

f(z) =x(x —2)(x — 3)(x +4) = 2* — 2% — 142 + 24x,

azaz ag =1,a1 =24, a2 = —14,a3=—-1,a4 =1 és as =ag=...=a;0=0. (2 pont)

(Osszesen 10 pont)



2. feladat

Egy rogzitett hegyesszogii haromszog tetszSlegesen kiszemelt P belsé pontjat tiikrozziik
mindharom oldalegyenesre. Bizonyitsuk be, hogy pontosan egy olyan pont van, amely P
barmely vélasztasa esetén benne van a P pont tiikorképei mint cstucsok altal kifeszitett
héromszogben.

Megoldas: Legyenek A, B, C' a haromszog csticsai, jelolje a, b, ¢ rendre a veliik szemkozti
oldalegyeneseket, valamint P,, P,, P. a P pontnak ezekre az egyenesekre vonatkozo tiikor-
képeit.

Elgszor belatjuk, hogy barhol vettiik is fel a P pontot az ABC haromszog belsejében, a
P, P, P. haromszog tartalmazza az ABC haromszog M magassagpontjat. (1 pont)

Legyen T,, Ty és T. a P pont meréleges vetiilete rendre az a, b, illetve ¢ oldalegyene-
sen. Ezek a pontok belsé pontok az ABC' haromszog oldalszakaszain, mert a hiromszog
hegyesszogi. A T,T,T. haromszog a P pontot a belsejében tartalmazza, és P koézépponti
kétszeres nagyitas viszi a P, P, P, haromszogbe.

Tiikrozziik a P pontot kozéppontosan a TyT., T.T,, T,Ty szakaszok felezGpontjara, igy
rendre az S,, Sp, S. pontokat kapjuk. Ezek a pontok éppen a P,P., P.P,, P, P, szakaszok
felez6pontjai, ezért a T, S. 1,5, T. Sy hatszoget lefedi a P, P, P, haromszog. Elég tehat meg-
mutatnunk, hogy az M magassagpont ebben a hatszogben helyezkedik el. Lathato, hogy
a hatszog szemkozti oldalai parhuzamosak egymassal, és merdlegesek az ABC héromszog
egy-egy oldalara, vagyis a haromszog egy-egy magassagvonalaval parhuzamosak.

Tekintsiik az ABC' haromszog egyik magassagegyenesét, példaul az A csticson athalado
m, egyenest. Mivel a haromszog hegyesszogi, a B és C' csucsok, és igy a T, és Ty, pontok
is az m, egyenes két kiilonboz6 félsikjaban fekszenek. Huizzunk m,-val parhuzamos egye-
neseket T.-n és Tp-n keresztiil, ekkor tehat az A-bol indulé magassagvonal, és igy az M
magassagpont is az e két egyenes altal hatarolt sdvba esik. Ugyanez elmondhat6 a mésik
két magassagegyenesrdl is, ezért az M pont mindharom ilyen médon szarmaztatott savban
benne van. Ezeknek a savoknak a kozos része éppen a 1,5.1p5,T.Sp hatszog, amely tehat
valoban lefedi az M pontot. (6 pont)

Most megmutatjuk, hogy ha N az ABC haromszog sikjanak M-t6l kiilonb6zé pontja, akkor
megvalaszthatéo a P pont az ABC haromszog belsejében tgy, hogy a P, P, P, hiromszog
nem fedi le N-et.



A haromszognek biztosan van olyan magassagegyenese, amelyre az N pont nem illeszkedik,
és az altalanossag csorbitésa nélkiil feltehetjiik, hogy az A-n athaladé m, egyenes ilyen.
Valasszuk az € > 0 szdmot az N pontnak az m, egyenestsl mért tavolsaganal kisebbre,
és valasszunk egy P pontot az ABC haromszog belsejében az A csticshoz e-nal kozelebb.
A P, és P, tikorképek egy-egy A-n athaladd egyenesre vald tiikrozéssel szarmaznak a
P pontbdl, igy A-t6l ugyanakkora tavolsagban maradnak, mint P. Ezért az m, egyenestdl
mért tavolsdguk is e-nal kisebb. A P, tiikorkép pedig m, és a merdlegessége folytan
ugyanolyan tavol marad az m, egyenestSl, mint P, ezért ez a tavolsag is kisebb, mint e.
Az egész P, P, P, haromszog tehat benne fekszik az m, egyenes koriili 2¢ szélességii savban,
és igy nem tartalmazhatja az ezen a savon kiviil fekvé N pontot. (3 pont)

(Osszesen 10 pont)

3. feladat

Mutassuk meg, hogy minden k > 1 egész szamhoz van olyan k2-nél kisebb m pozitiv egész,
amelyre 2™ —m oszthato k-val.

Elsé megoldas: Legyen t > 1 paratlan szam. Felhasznaljuk, hogy a 2 hatvanyainak
modulo ¢ vett maradékai egy alkalmas o; hossziisagt periodus szerint ismétlédnek, azaz
2@ — 2% akkor és csak akkor oszthato t-vel, ha a — b oszthato os-vel, tovabba hogy os < t.
Ennek a bizonyitasa a megoldas végén olvashato. (1 pont)

Legyen a,, az iteralt 2-hatvanyok sorozata, vagyis ap = 1 és n > 0 esetén a,+1; = 2.
A 2™ > n 4+ 1 egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy a,+1 = 2% > a,, + 1, ahonnan n szerinti
indukcioval vilagos, hogy a,, > n + 1. Ezért a, 41 = 2% oszthato 2"*+1_nel minden n > 0
egészre. (2 pont)
Segédallitasként megmutatjuk, hogy 1 < r < n esetén r osztdja a,11 — an-nek. Ez teljesiil
n = l-re, tegyiik fel hogy igaz n — 1-re. Irjuk az 1 < r < n szamot r = 2°t alakban,
ahol t paratlan. Ekkor 2% osztdja a,-nek és a,1-nek is, hiszen ezek 2"-nel is oszthatok, és
25 <r <n < 2" Ezért elég belatni, hogy t | a+1 —a,. Ez nyilvanvalo ha t = 1, egyébként
pedig oy <t < r < n, ezért o, < n — 1, és igy az indukcios feltevés miatt o; | a,, — apn—1.
A periodicitas azt jelenti, hogy t | 2% — 2%"-1 = q,,,1 — a,,, ami a segédallitast igazolja.
(3 pont)
Most ratériink a feladat allitdsdnak igazolasara. Ha k = 2%, ahol s > 1, akkor m = k
nyilvin megfelels, hiszen k& = 2° > s miatt k = 2° | 2*¥. Legyen k = 2%, ahol ¢t > 1
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paratlan szam. A segédallitas szerint k | ax4+1 — ar = 2% — ay. Legyen m az aj maradéka
ko;-vel osztva. Belatjuk, hogy az igy kapott m szam megfelel a feladat feltételeinek. Nem
lehet m = 0, mert akkor ko; | ar miatt k is 2-hatvany lenne. Nyilvan m < ko; < kt < k2.
Mivel

(2% —ag) — (2™ —m) = (2% —2™) — (ax — m),

elég igazolni, hogy a jobb oldalon mindkét kiilonbség oszthato k-val. Az m vélasztasa
miatt k | ax — m és oy | ar — m, ahonnan a periodicitas miatt ¢ | 2% — 2™ kovetkezik.
Végiil ax_1 > k > 2%, ezért aj, = 291 és 2% oszthato 2%-sel. Igy k | ap —m miatt 2° | m.
Tehat 2° | 2%x — 2. (4 pont)
A periodicitas bizonyitéasa:
A modulo ¢ vett maradékokbol Gsszesen csak t-féle lehetséges, van tehat két kiilonbozd
kettShatvany, 2¢ > 2° amelyekre ¢ | 2¢ — 2°. Mivel ¢ paratlan, 2¢ — 2° = (2“_b — 1)2b
akkor és csak akkor oszthato t-vel, ha t osztoja 22~ — 1-nek is. Ezért a 2 pozitiv kitevsji
hatvianyai el6bb-utobb 1-et adnak ¢-vel osztva maradékul. Az o; szam a legkisebb ilyen
pozitiv kitevs lesz. Ha t = 1, akkor o, = 1. Ha ¢t > 1, akkor a periédusban a 0 maradék
nem lehet benne, ezért o, < t.

(Osszesen 10 pont)

Masodik megoldas: Legyen k = 2°¢, ahol s > 0 és t paratlan. Keressiik m-et m = 2°M
alakban. Ekkor 2% | 2™ —m = 22°M _ 95 M biztosan teljesiil, igy k | 2™ — m pontosan

akkor all fenn, ha t | 27 —m = 22°M —25)[. (1 pont)
A t (paratlan) szamra vonatkozo teljes indukcidoval megmutatjuk, hogy létezik ilyen M,
amelyre t > 1 esetén M < t? is teljesiil. (1 pont)

Ha t = 1, akkor M = 1 megfelels. Most tegyiik fel, hogy t > 1 paratlan, és a t-nél
kisebb paratlan szamokra mar igazoltuk megfelels M létezését. Legyen N nemnegativ
egész szam, és probaljunk meg olyan M-et talalni, amelyre a

22 M — 92'N' (mod t) (1)
2°M = 2N (mod t) (2)
kongruenciak egyarant teljesiilnek. (2 pont)

Mivel ¢ paratlan szam, az Euler-Fermat-tétel szerint 29(*) = 1 (mod t), és igy
M =N (mod ¢(t)) (1)

esetén az (1) kongruencia biztosan teljesiil. (1 pont)

A (2) kongruencia pedig nyilvan ekvivalens az
M =2>N=5 (mod t) (2"

kongruenciaval. Az (1')-(2') kongruenciarendszernek pontosan akkor létezik megoldasal,

! Freud-Gyarmati: Szamelmélet 2.6.1 Tétel szerint az
r=c1 (modmy)
r=co (mod ms)

kongruenciarendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha (mq, mg) | ¢ — ca.
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ha (t,o(t)) | 22°N=5 — N, ami t paratlansiga miatt ekvivalens a
22N = 95N (mod (¢, p(t))

kongruenciaval. (2 pont)

Mivel (¢, (t)) egy t-nél kisebb paratlan szam, ezért az indukcios feltevés alapjan létezik
ilyen N. Ilyen N valasztésa mellett az (1')-(2’) kongruenciarendszernek van megoldasa, és
mivel a kongruenciék teljesiilését az M szam modulo [t, p(t)] vett maradéka meghatarozza,
ezért valaszthatunk olyan M < [t, p(t)] < tp(t) < t? pozitiv egész szamot, amelyre teljesiil
(17) és (2), igy kovetkezésképpen (1) és (2) is. Ezzel az allitasunkat igazoltuk.

Ha t > 1, akkor az igy kapott m-re k | 2™ — m és m = 2°M < 25t? < k? is teljesiil. Ha
t =1, de s > 0, akkor m = 25 < 225 = k2. (3 pont)

(Osszesen 10 pont)



