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Megoldasok és javitasi itmutaté

1. Melyek azok az z valdés szdmok, amelyekre igaz, hogy

8
S6-— + 17
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Megoldas. A gyok alatti mennyiségek nemnegativak, ezért x = 2. 1 pont

A bal oldali tort nevezgjét gyoktelenitve

8(Vz+6+Vr—2)

3 =Vr+6++Vr—2

adodik. 1 pont

Az eredeti egyenlGtlenség igy ekvivalens a Vo + 6+ vz —2 < 6 — vz + 1 egyenlGtlenség-
gel, ezért

Ve+1l+Ve—-2+Vx+6<6. 1 pont

Az f(z) = Vo +1+Vr—2+ Vo +6 fliggvény = > 2 esetén szigordan monoton novekvd. 2 pont

Mivel f(3) =V4+V1+V9 =6, ezért az egyenlStlenség megolddsa 2 < x < 3, azaz
x € [2;3]. 2 pont

Osszesen: 7 pont

2. Az ABC haromszog BM és CN silyvonaldnak metszéspontja S, és tudjuk, hogy
AMSN érinténégyszog. Bizonyitsuk be, hogy az ABC' haromszog egyenld szard!

Megoldas. Megmutatjuk, hogy AB = AC. A haromszdg oldalainak és silyvonalainak hosz-
szédra a szokdsos jeloléseket haszndljuk.



Az érintdnégyszog szemkozti oldalainak hosszat dsszeadva ugyanazt az értéket kapjuk. Az
AMSN négyszogre alkalmazva:

AM + SN = AN + SM, 1 pont
vagyis
b . 1 c . 1
~—+=s —+=s
2737 2737
Atrendezve:
h— —
(*) 5 B % 3 %, 2 pont
Indirekt feltessziik, hogy b # c. Legyen mondjuk b > c. Ekkor az el6z6 egyenletbdl sp > s,
kovetkezne. 2 pont
Ez pedig ellentmondds, mert egy hdromszogben a hosszabb oldalhoz rovidebb silyvonal tar-
tozik. Ennek bizonyitdsa a mdsodik abrardl leolvashat6: Ha b > ¢, akkor A a BC felez6-
merdlegesének ugyanazon oldaldra esik, mint B. Ekkor az S sdlypont is ebben a félsikban
2 2
lesz, tehat BS < CS. Mivel a stlypont harmadolja a silyvonalakat, innen gsb < gsc ko-
vetkezik, amibdl s, < s..
Tehat a b > c feltevésbdl s, < s, kovetkezik, ami ellentmond a (*) egyenletnek. A b < c fel-
tevés hasonlé médon ellentmondésra vezet, tehat csak b = c lehetséges, vagyis a haromszog
egyenld szard. 2 pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: A (x) egyenletbdl algebrailag is befejezhet6 a bizonyitds, felhaszndlva a
2(a® +c*) = b? +4si és a 2(a* + b?) = * + 452 Osszefliggéseket.

3. Egy egységnyi éld kocka alaplapja az ABC' D négyzet. A kocka A, By, C}, D csicsaira
teljesiil, hogy AA;, BBy, CC; és DD, parhuzamosak. Az AC| testatlé két harmadolépontja



Pés Q. A DPésa DQ egyenes az ABCD lap sikjat a K, illetve az £ pontban metszi.
Hatdrozzuk meg az AK és az AE szakaszok hosszat!

Megoldas.

Tekintsiik a kovetkez6 dbrat:

E

A P, Q, Cy, D, pontokra illeszked6 sik az ABC D négyzet sikjat és az Ay B;CD; sikjat
parhuzamos egyenesekben metszi, mert az utébbi két sik parhuzamos.
Ezek alapjan a K és E pont rajta van az AB egyenesen, hiszen D;C) parhuzamos AK-val
és AFE-vel.

AK AP 1

Az AKP és C\D,P hléromszbg hasonlésédga alapjan CiD: = BC, =5

5-

Hasonlé médon az AQFE és a C1QD; hiaromszog hasonldsdga alapjan
AE  AQ 2

C\Dy QU

1

tehat AE =2-CD, = 2.

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen:

4. Tekintsiik azokat a pozitiv egész szamokat, amelyekre igaz, hogy szamjegyeik Osszege és
szorzata is 9°°Y. Igazoljuk, hogy egyetlen megfelel szdm szdmjegyeinek szdma sem lehet
négyzetszam.

Megoldas. A ,szorzat” feltétel alapjan barmely megfeleld szdm szdmjegyei csak 1, 3, 9
értékiek lehetnek.

A 3-asok szdma csak paros lehet, mert 9°°7 3-nak paros kitevéji hatvanya.

Legyen tehdt egy megfeleld szdmban a 3-asok szdma 2k, ahol 0 < k < 2007.

A feladat feltételei alapjan ekkor a 9-esek szdma 2007 — k, az ,,0sszeg” feltétel alapjan pedig
az l-esek szdma

92007 _ 3.2k —9. (2007 — k) = 927 4 3k — 18063.

7 pont

1 pont

1 pont



A szamjegyek szama igy:

K =2k +2007 — k + 927 4 3k — 18063 = 9°%7 4 4k — 16 056. 1 pont
A 0 < k <2007 feltétel miatt ekkor 977 — 16056 < K < 927 — 8028.
De (327 — 1)* < 927 _ 16056, hiszen 16057 < 2 - 327, 1 pont
és 9207 _ 8028 < (32007)?  fgy
(327 _ 1)’ < K < (32007)?, 2 pont
Tehat K (a szdmjegyek szdma) minden esetben két szomszédos négyzetszdm kozé esik, ami
azt jelenti, hogy nem lehet négyzetszam. 1 pont
Osszesen: 7 pont
5. Egy kor keriiletét 10 darab piros és 12 darab kék pont ivekre bont. Ezekre az {vekre
szdmokat irunk a kovetkez6 moddon: két piros pont kozotti ivre 2-t, két kék pont kozotti
ivre %—et, egy piros és egy kék kozti ivre 1-et.
Mennyi lehet ezeknek a szdmoknak a szorzata a piros és kék pontok kiilonb6z6 elrendezése
esetén?
Megoldas. Vizsgiljuk meg, hogyan valtozik a szdmok szorzata, ha két kiillonboz6 szind
pontot felcseréliink. Ekkor a felcserélt pontok eldtti, kozotti és Sket kovets fvre irt szam val-
tozhat. Felcseréliink egy piros és egy kék pontot. A kovetkezd esetek lehetségesek aszerint,
hogy a piros pont eldtt és a kék pont utan milyen szinG pont allt:
eredetileg szorzat felcserélve szorzat
p,p,k,p 2 Pk, p,p 2
pp ks k, 1 Pk, p, k, 1 4 pont
k.p,k,p 1 k,k,p,p 1
1 1
k7p7kak 2 k7k:7p7k 2
A szorzat minden esetben valtozatlan maradt.
Sorozatos cserék révén elérhetjiik, hogy az azonos szinli pontok egymas mellett legyenek,
és csak két helyen legyen szomszédos két kiilonbdz6 szind pont. 2 pont
Ekkor a szorzat értéke .
1 1
20 <2> =7 1 pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: n piros és k kék pont esetén a szorzat értéke ank,



