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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Induljunk ki egy tetszdleges 2008 jegyli szdmbol, és képezziink az aldbbi szabdly szerint
egy egészekbdl allé szamsorozatot. A sorozat kovetkezd tagjat az el6zbol gy kapjuk, hogy

xz(x —1)

annak szadmjegyei 0sszegét x-szel jelolve kiszdmoljuk az — kifejezés értékét.

Bizonyitsuk be, hogy akdrmilyen 2008-jegyli egész szdmbdl indulunk is ki, a kapott sorozat
2007. és 2008. tagja egyenld.

Megoldas. Els6 tag: 2008-jegyd.

2008 -9 - (2008 -9 — 1)
2
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<10 000 - 20 000 = 200 000 000.

2. tag: maximum

3. tag: maximum < 5000.

31-30
4. tag: maximum — < 500.

5. tag: maximum 231, aminek szdmjegyeinek Osszege barmi lehet 1 és 19 kozott, amibdl
minden esetben kiszdmoljuk, hogy mi lehet a 6. tag, és innent8l kezdve mi lehet a sorozat.

szdmjegyosszeg | 19 | 18 | 17 | 16 | 15 |14 | 13 |12 | 11 | 10

6. tag 171 | 153 | 136 | 120 | 105 |91 | 78 | 66 | 55 | 45
sorozat 36 36 45 3 15 |45 ] 105 | 66 | 45 | 36
folytatas 36 : 36 3 15 | 36 | 15 136

szamjegyodsszeg 9 8 7 6 5 4 3 2 1
6. tag 36 | 28 | 21 15 10
folytatds 36 | 45 3 15

: 36 : : 0
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Ebbdl 1atszik, hogy minden esetben egy id6 utdn (biztosan a 2007. sorozatelem elétt) stabi-
liz4lédik a sorozat, vagyis a 2007. és 2008. elem biztosan megegyezik.
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Osszesen: 7 pont



2. Egy négyzet alaku asztal négy laba 1 méter hosszid. Mindegyik 1abbdl levaghatunk egy
egész deciméternyi darabot. Az is lehet, hogy semmit nem vigunk, és az egész ldbat is
levdaghatjuk. A vagdsok hosszdt egy rendezett (vy, va,v3, v4) négyessel irhatjuk le, a ldbakat
megkiilonboztetjiik.

Hényféle (v, v;,v3,v4) vdgasra teljesiil, hogy a megmaradt asztal nem billeg?

Az asztal akkor nem billeg, ha elhelyezhet$ a vizszintes talajon gy, hogy mind a négy 1ab
leér a foldre.

Megoldas. Azt kell megadnunk, hogy milyen vdgasok esetén lesz a négy 1db végpontja egy
sikban.
A végés uténi hosszisdgokat (deciméterben) jelolje Ly, Lo, L3, Ly (0 < L; < 10).

A labak végpontjai legyenek Py, P, P5, P4, az asztallaphoz kozelebbi végpontjuk pedig @1,
@2, @3, Q4, ebben a sorrendben. A négy pont pontosan akkor van egy sikban, ha P P; és
P> Py metszi egymast.

Ez a metszéspont csak a [PiQ1Q3P3] és a [PoQ.Q4Py] sikok metszésvonaldn lehet. Ez a
metszésvonal a PiQ Q3P és a P,Q,Q4 P trapézok kozos kdzépvonalaval esik egybe.

Tehat ha P, P5 és P> P, metszik egymadst, akkor felez&pontjukban taldlkoznak.

A kolcsonos felezés akkor kovetkezik be, ha a két trapéz alapokkal parhuzamos kézépvonala
azonos hosszisigu.
A hosszisdgra a kovetkezd feltételt kaptuk:
Ly+Ls  Ly+ Ly
22 7
Ennek az egyenletnek keressiik az egész megolddsait (0 < L; < 10).

Jelolje My az L + L; = k egyenlet megolddsainak szdmat a fenti feltételek mellett. Ha
M-t meghatdrozzuk, akkor az eredeti feladat kérdésére is megkapjuk a valaszt, a j6 vagasok

szama:
20
2
Z Mk )
k=0

hiszen minden 0 és 20 kozotti k egészre, egymastol fiiggetleniil adhatjuk meg az
L+ Ly =k és az L, + Ly = k megoldasait.

Végiill M, =k+1,ha0 <k <10,és M =20—k+1, ha 11 £ k < 20, hiszen az el§ eset-
ben a megoldasok: (0,k), (1,k—1), ..., (k,0), a mdsodikban pedig (k — 10,10),
(k—9,9), ..., (10,k — 10).

Tehat a j6 vagasok szdma:
PP4+22+ . 4+ 107+ 112+ 10% + ...+ 22 + 17 = 891.

Ez utébbi eredmény kiszdmolhat6 ,kézzel”, vagy a négyzetszdmok Osszegére vonatkozé kép-

lettel.
10-11-21

112+2 =121+2-5-77 = 891.
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3. Az n természetes szamot bdjosnak nevezziik, ha Osszetett, €s egynél nagyobb oszt6i fel-
frhatok egy kor keriiletére Gigy, hogy a szomszédos szdmok nem relativ primek.

Hény bdjos szém van az {1,2,3,...,100} halmazban?
Megoldas. Ha n = p- g, ahol p és ¢ kiilonb6z6 primek, akkor harom osztét kellene felirni a

korre: p, ¢ és pg, ami nyilvan lehetetlen, hiszen (p, q) = 1, és ez a két 0szté biztosan egymas
mellé kertil.

Bebizonyitjuk, hogy minden mds Osszetett szim b4jos.

Han=1p" (k=2 egész), akkor az oszték: p,p?, ..., p¥, ebben az esetben barmelyik felirds
jO, nincsenek relativ primek az oszték kozott.

Tegyiik fel, hogy n = pf‘ -p’;Z ....-pm_ ahol m > 3, vagy m = 2 és max (k;, k,) > 1. Ekkor
induljunk ki a kovetkezd elrendezésbdl:

n 24
Pm—1Pm P1pP2 3 2
2-3=6
D2p3 4
P3pP4
12 S

Feltételeink szerint n # p;p,, tehdt legaldbb két osztdt felirtunk a kor keriiletére. Ezutdn az
n és pip, kozotti ivre tetszbleges sorrendben felirhatjuk azokat az osztokat, amelyek legki-
sebb primosztdja p;. A p1pr és pops kozotti ivre azok az osztdk keriilnek, amelyek legki-
sebb primosztéja p,. gy haladva elébb-utébb minden (1-nél nagyobb) oszté felkeriil a korre.
Utoljdra py,—1pm €s n kozé a p,,, pfn, e pfnm szamok keriilnek.

Végiil megszdmoljuk, hidny olyan Osszetett szdm van 100-ig, amely nem két prim szorzata.
Ezek a kovetkezdk: 4, 8, 9, 12, 16, 18, 20, 24, 25, 27, 28, 30, 32, 36, 40, 42, 44, 45, 48,
49, 50, 52, 54, 56, 60, 63, 64, 66, 68, 70, 72, 75, 76, 78, 80, 81, 84, 88, 90, 92, 96, 98, 99,
100.

Osszesen 44 szam.

1 pont
1 pont

1 pont

2 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont



