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Megoldasok és javitasi utmutato

1. Bizonyitsuk be, hogy a koordinatarendszer Kamhtja, valamint a valés szamok lefiet
legbvebb halmazan értelmezeftts) = 22 — 4z és g(x) = 2+ /x + 4 fliggvények grafi-

konjanak metszéspontjai olyan konvex sokszdget hataroznak meg,ekagyik szoge de-
rékszog.

1. megoldas. f(x) értelmezési tartomanyR, g(z) értelmezési tartomanya-4; +ool. A két
flggvény grafikonjanak vazlata a kévetkez

Az &brardl leolvashatd, vagy probalkozéssal adodik, hayp;5). Valéban igaz, hogy
5 —4.5=2++/5+4. 1 pont

Ha f(z) = g(x), akkor &brank szerint két megoldas van.
A feladat feltételei alapjan

(%) t—4r —2=+\x+4.
Négyzetre emeléssel rendezés utéménz?' — 822+ 12z + 15) = 0 egyenlet adodik. 1 pont

(*) egyenletiinknelk: = 0 nem gydke, viszont = 5 igen, ezért az® — 8z°+ 12r+15=0
egyenlet alapjan

0= (2°—52%) — (32° — 15¢) — 3(z — 5) = (v — 5)(2* — 3z — 3).

. 3—-v21 3 21
A kapott egyenlet gyoket; = 5, xo = 2\/> T3 = +f

feladat feltételeinek. 1 pont

, aholzz nem felel meg a



A gyokok és az abra alapjan a kapott soksz6@é@; 0), Q(5;5), P<3 —2\/ﬁ; ° +2\/ﬁ>

csucsu haromszog. 2 pont
Az O, P, Q pontok koordinatéi alapja®P? = 15, PQ? = 35 ésOQ? = 50 adddik. 1 pont
Pitagorasz tételének megforditasa alapjarOdzx)< derékszog, hiszen

OP? + PQ? = 0Q?. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas (vazlat). A @ pont koordinatéi(5; 5). 1 pont
Ha a P pont el$ koordinatajaro, akkor p(zo; v5 — 4ao), ahola§ — 4zg = 2+ \/zo + 4. 1 pont

Ekkor OQ? = 50, OP? = 13 + (23 — 4o)” és PQ? = (z0 — 5)> + ( (a5 — 4z0) — 5)°.
OP? + PQ? = 2(x3 — 4x0)° + 23 + (w0 — 5)2 — 10(x3 — 40) + 25 =
= 2(2+ /1o + 4)® — 823 + 30wo + 50 =
= 8+ 8y/xo+ 4+ 270+ 8 — 823 + 3010 + 50 =

= 8234 3210+ 66+ 8/z0 + 4. 2 pont
Mivel z3 — 4zg = 2+ \/xo + 4 alapjan &/zo + 4 = 8z5 — 32z — 16, ezért
—813 + 321 + 66+ 8y/z0 + 4 = 50. 2 pont

TehatOP? + PQ? = OQ?, ezért Pitagorasz tételének megforditasa alapjafBg harom-
szdg derékszoga. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. megoldas(Nemkin Viktéria dolgozata alapjanAz el€h megoldasbdl felhasznaljuk, hogy
Q(5;5) a grafikonok metszéspontja, és azt szeretnénk bizonyitani, Qéty< derékszog.
Ezt P koordinatainak meghatarozasa nélkil fogjuk igazolni.

Jeldlje P koordinataitzg €syo.

P rajta vanf(x) grafikonjan, ezért

(*) Yo = .’E(z) — 4I‘0.

P a g(z) grafikonjanak is pontja, igyo = 2+ \/xo + 4. Ez utdbbi egyenletet atrendezve:
(yo — 2)° = zo + 4, vagyis

(**) o = y(z) — 4y0.
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A (x) és () egyenbségeket sszeadva + yo = x5 + y3 — 4w — dyo. Ez az dsszefliggés
atalakithaté a kovetkézalakra:

5\2 52 25 [0QY
(“”“z) *(Wz) =2=(2)-

Ez azt jelenti, hogyP az OQ atménji kor pontja, tehat a Thalesz-tételre hivatkozva kapjuk,
hogy QPO< = 90°.

2. Az A1 AA3A4 harnégyszogben bevezetjik a ciklikus indexelést: és A4 jelentse
ugyanazt a csucsot. A4; pont mebleges vetllete azl; 1 A4;., egyenesen legyer;, az
A; 114,13 egyenesen pedi@;. Bizonyitsuk be, hogy &;Q; egyeneseki(= 1,2, 3,4) egy
ponton mennek at.

1. megoldas. Ha a harnégyszog atléi m@egesek, akkor @); pontok egybeesnek, igy az
allitas trivialis. A tovabbiakban kizérjuk ezt az esetet.

A bizonyitas két részfl all: el6szér megmutatjuk, hog§:Q.Q3Q4 hirnégyszdg, majd be-
bizonyitjuk, hogy aP;Q; egyenesek atméregyenesei az @bbi hurnégyszog koréirt kore-
nek. 1 pont

A megoldas soran tébbszor fogunk szogek egysddiére és a kerlleti szogek tételére hivat-
kozni. Ahhoz, hogy a hivatkozasok helytalldak legyenek, sziksagesbra diszkusszidja,

a lehetséges elrendezések vizsgalata. A kovékleEn arra az esetre adunk abrat, amikor

a harnégyszoget két atloja két tompaszogl és két
hegyesszdgl haromszogre vagja. Ha nem ez a
helyzet, akkor az indoklast médositani kell, de a

gondolatmenet Iényege nem valtozik.

Az abra jel6léseit hasznaljukd{ az atl6k met-
széspontja, N pedig Q11 és (Q3A3 metszés-

pontja.)

A kerUleti szbgek tétele miat M A4 és A, M Az

hasonlé haromszégekd; és A, megfeleb csu-

csok, igy a bdllik induld6 magassagok azo-

nos aranyban osztjak a szemkozti oldalt, vagyis
MQ1/MAy = MQ2/MAs. Most a parhuzamos

szebk tételének megforditasat hasznalva kovetke-

zik, hogy Q1Q2 || AsAs. 1 pont
Hasonléan Q4Q3 H A1 As. Tehat Q1Q2Q4<I = A,A3A1< és Q1Q3Q4<I = A A A<

Mivel az A; pontok egy koron vannak, ezér, Az A1 = A4A,A1<<. Az egyenbségek
alapjanQ1Q2Q4< = Q1Q3Q4< is igaz, vagyis ismét a keruleti szbgek tételére hivatkozva
Q1Q2Q3Q4 hurnégyszog. 2 pont
Most megmutatjuk, hogW rajta van a(); pontok altal meghatarozott kdron. Ebmar ko-

vetkezik a feladat allitasa, hiszen ekl@i(Q3A43 = 90° miatt QN atméo, Thalesz tételére
hivatkozva. 1 pont

Szintén Thalesz tétele alapjatwQ,P A, hdrnégyszdg, mertd1Q1A,<t és APy A< de-
rékszég. Innend,A; Pi<t = A,Q1P1<t = Q3Q1 N kovetkezik. Ezt a szbget az abran két



ivvel jeldltiik, most nevezzik el-nak. A1 A, Pi-ben A A, Pi<t = 90° — «, tehatQ1 N Q3
is ennyi. Elegend tehat megmutatnunk, hogy:1Q-Qs< is egyend A; A, P1<t-gel, mert eb-
bdl mar kovetkezik, hogyV rajta van az emlitett kdron. 1 pont

Ez az utolsé szbg-egydidég belathatd példaul az aldbbi médon:

A1 Ao Pi<t = A1 A Ap<t + Ay A As<.

Az 0sszeg els tagjardl korabban belattuk, hogy; A, As<t = Q1Q2Q4<t. A masodik tagra
pedig A4A2A3<t = Q4Q2Q3<t, mert A,Q3Q2A3 is hlrnégyszog, igy egyik szoge a szem-
kozti szog kul§ szogével egyezik meg.

A most kapott egyeldiségek alapjan kovetkezik, hody rajta van a(); pontokra illeszked
koron, tehatP, Q1 atméb. A masik harom egyenddrhasonléan igazolhat6, hogy atmennek
az emlitett kor kbzéppontjan. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas(Medek Akos dolgozata alapjanA @Q; pontok koziil kivalasztunk tetéeges
harmat, legyenek ezek mondjuk,, Q> és Q3. Azt fogjuk igazolni, hogyP1Q1, P,Q» és
P33 atmennek aQ1Q»Qs haromszog koréirt kérének kodzéppontjan. ébkdvetkezik a
feladat allitasa, tovabba az is, hogy Q>Q3Q4 hirnégyszog.

A gondolatmenet Iényege a kbvetkegszrevétel:

Egy haromszdg cslcsain athaladéf ésg egyene-
sekre teljesiil, hogy az abran azonosan jelélt szogek
egyenbk. Ekkora a harom egyenes atmegy a harom-

€
-" szog koréirt kdrének kdzéppontjan.
Bizonyitds:az x+y=«, y+2=0, z+ax =7
egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van. Ha
azokat aze/, f' és g’ egyeneseket tekintjik, ame-
f é lyek a koréirt kozéppontjat a csucsokkal kotik 6ssze,
a
A
9

ésa’-vel, y'-vel, 2'-vel jeloljuk, hogyan osztottak fel
ezek a ,vessis” egyenesek a haromszdg szogeit,
akkor 2’, v/ és 2’ ugyanannak az egyenletrendszer-
nek tesz eleget, mint, y ész.



A most kovetked szamitasokban intenziven
hasznéljuk az abran fellelliethirnégyszogeket,
tovabba a kerileti szogek tételét.

Bevezetjuk azA;-nél fekwd beld szdgre azy;
jelélést. A harom szogpar egyéskge kozil
kettdt bizonyitunk, a harmadik hasonléan végez-
heb.

1. A4P3A3Q3 harnégyszogben:

AgQ3P3<t = A4A3P3< = 90° — P3A A3 =
= (g4 — 90O

P1(Q1A1 A hlrnégyszogben:

P1Q1A2<I = PiA1 A<t = 90° — ap.

VégUl A4Q3P3<I = P1Q1A2<I & g — 90° = 9(¥ — Qo & 180 = Qo+ g, ami hl]rnégyszdg-
ben teljesdl.

2. A Q3 oldalra illeszke@ szogek egyefkége helyett azt fogjuk igazolni, hogy

P3Q3Q>< + Q3Q.P<t = 180°.

P3Q3Q21 = AsQ3P3< — A3Q3Q21 = AgAaP3t — A3A2Q1 =
=180 — g — (90° — A1 A3A4<) = 90° — aq + A1 A3AL<,

Q3Q2Po<t = Q3Q2A31 + A3Q2Po<t = 180° — Az Ay Au<t + A3ArPot =
=180 — A3A,A4< + 90° — a3 = 270 — A3ArA4< — a3.

Végul az 6sszeq:
P3Q3Q2< + Q3Q2Po<t = 90° — g + A1 AzAx<t + 270 — A3A A<t — az =
=360° — a3 — ag — AzA A<t + A1A3A2<C = g + ap — AzAAu<t + A1 AzAra =
= a1+ A1ArAu<t + A1A3Ar<< = a + A1 Ar Ayt + A1 AR A<

Lathatd, hogy azA; A, A, haromszog befs szbgeinek dsszegét kaptuk meg, ami valéban
180°.

3. megoldas(Janzer Olivér dolgozata alapjanErésebb eszkdzok segitségével rovid és ele-
gans bizonyitas adhat6. Harom lemmat hasznalunk:
1. Az ABC haromszog sikjaban fekvP pontnak a haromszog oldalegyenesein vett me-
réleges vetlletei akkor és csak akkor esnek egy egyenestB, ddaromszdog koréirt
korére esik.

2.Ha P az ABC haromszdg koréirt korének pontja, akkoPgpontot az oldalegyenesekre
tikrozve a tukorképek egy a magassagponton abnegryyenesre illeszkednek.
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3. Ha egy haromszog koréirt kérének kdzéppontjat valasztjuk origdaldor a csucsok
helyvektorait 6sszegezve a magassagpontba mutaté vektort kapunk.

Legyenek azA;, Ay, Az A4 pontok helyvektoraia, b, ¢ ésd. A P1(QQ1 egyenestA;-bol
kétszeresére nagyitva at, A3A4 magassagpontjian atnieregyenest kapunk. Tehd Q.
atmegy azA; pontot azA, A3 A4 magassagpontjaval 6sszek&izakasz felégpontjan. Ennek

helyvektora:

11 a+b+c+d
satsbtetd) =—7—

Lathatd, hogy a kapott pont nem fligg attdl, hogy melylikcstcsbdl indulunk ki.

3. A Zenekedvebk Végtelen Kollégiumaban egyetlen — mindkét iranyban végtelen hosszu —
folyos6n vannak a lak6szobdak, egészekkel sorszamozva. L&heweszobak, és egy szoba-
ban tébben is lakhatnak. Minden szobaban all egy hatalmas zongora, $akitkeszeretnek
jatszani. Ha azonban két szomszédk(aés a(k + 1). szobaban) gyakorol a zongoran, az
kellemetlen zenei élményhez vezet, ezért egy szobaval arrébb k#ttzneminden nap a
kovetked modon torténik: ha vannak szomszédok, akkor kivalasztunk egwsagyszédos
lakot (ak. €s a(k +1). szobaban), és egykik a (k — 1)., a masik pedig &k + 2). szobéaba
koltozik.

Bizonyitsuk be, hogy ha a kollégiumnak véges sok lakéja van, akkorsvégle nap utan
abbamarad a koltézkodeés.

Megoldas. A lakok pillanatnyi elhelyezkedését egy fliggvénnyel fogjuk jellemeznnddn

lakéhoz hozzéarendeljik szobdja sorszamanak négyzetét, majd ezekdinakat dsszegez-

zuk az 0sszes lakéra. Megmutatjuk, hogy az igy kapott allapotfiiggvényemikdltozéskor
novekszik. 2 pont

Ez egyszerli szamolassal megmutathato:

4 (k+12 =2k +2k+1< (k—1)?+ (k+2)? = 2k? + 2k + 5.

Az allapotfuggvény novekedégs@ibkovetkezik, hogy nem isméitlhet a lakdk egyetlen el-
rendezése sem, tehat a koltozkddések csak Ugy sdhetinének a végtelenségig, ha a kez-
detben elfoglalt szobakhoz képest télsgesen messzire eljutnanak lakok. 2 pont

Most bebizonyitjuk, hogy ez nem lehetséges.

Ehhez egy segédtételt mondunk ki: Ha egy koltozéstelz n., (n + 1)., (n + 2). szobék
valamelyikében volt lako, akkor a koltozés utan is lesz.

A segédtétel konnyen lathatd, hiszen ha az egyik ,szélen” egy laké kikiittébldl a har-
masbhol, akkor a masik laké, akik a kéltdzésben részt vett, a harmas belsejeradt. 1 pont

A segédtétel felhasznalasaval megmutatjuk, hogy a kolt6zések sor&@szzsdako a kollé-
gium egy véges tartomanyan belll marad. Legyen kezdetheiregkisebb szobaszam, ahol
még lakik valaki,b pedig a legnagyobb, tovabba legyen a kollégiumhaaké. Ekkor bar-
hogyan is kdvetik egymast a koltézések, senki nem tudja elhagyni-&n ésb+ 3n kozotti
szakaszt.

Ehhez csak azt kell latni, hogy ha az- 3n ésa — 1 koz6tti szobakat harmasaval csoporto-
sitjuk, akkor — a segédtétel miatt — csak Ugy juthatna el egy dak®n — 1-ig, ha minden
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szoba-harmasban maradna legalabb egy lakd. Ez viszont azt jelehtgyéaz dsszes lakd
a — 3b ésa — 1 kozott lenne. Hasonloan lathatd, holgy- 3n + 1-ig sem juthat el senki. 1 pont

Osszefoglalva: a lakék mindvégig az— 3n és ab + 3n sorszamul szobak kdzott mozog-
hatnak, és semelyik elrendezés nem istauttet. Ezekbl kovetkezik, hogy csak véges sok
koltozés tortenhet. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzéseld megoldasban mutatott allapotfliggvény nem az egyetlen, amivel a ciklikus-
sag kizarhatd, hasznalhat6 példaul a koveikisz tekintsiik az 6sszes laké-par esetén szo-
baik tavolsagat, vagyis & ; = |s; — s;| értékeket, ahok; azi. lakd szobajanak szama. Eze-
ket az értékeket minden laké-parra 0sszegezve olyan allapotfiggkapunk, ami minden
koltozésnél nbvekszik.

Ha garantalni tudnank, hogy a koéltdzések egy véges tartomanybankzajhier atszamoz-
hatnank ugy a szobakat, hogy minden szoba pozitiv sorszamot kapjkor &Kakok szo-
baszamanak szorzata is j6, hiszen

a?+a=ala+1)>(a—-D(a+2) =a*+a—2,

tehat igy egy nemnegativ értékii, monoton csokkalapotfliggvényhez jutunk.



