Haladok II. kategoéria, 3. (dont6) fordulo

Feladatok

1. Adjunk meg a sikban 7 pontot tigy, hogy koziilik barmely 4 k6zott mindig legyen 3 olyan,
hogy azok, mint csicsok derékszogii haromszoget hatdrozzanak meg.

2. Legyen n pozitiv egész. Mutassuk meg, hogy az A, = 2*" + 22" + 1 szdmnak legalabb
n kiilonbdz6 primosztdja van.

3. Mennyi az f(x) = 22" + 22213 + 322912 1 || 4201327 + 20142 + 2015 fiiggvény leg-
kisebb értéke?



Megoldasok és javitasi atmutato

1. Adjunk meg a sikban 7 pontot gy, hogy koziiliikk bArmely 4 k6zo6tt mindig legyen 3 olyan,
hogy azok, mint csicsok derékszogii haromszoget hatarozzanak meg.

Megoldas. Vailasszuk egy négyzet csicsait, kozéppontjat, valamint a négyzet koré irt kor,
a négyzet atl6itdl kiilonbozd dtmérdjének két végpontjat (j6 konstrukcid).

Indoklés: Ha a 4 pont kozott valamely atmér6 két végpontja is szerepel, akkor a kérvonalrél
van még legaldbb egy pont (Thalész).

Ha egyik atmérének sincs két végpontja a 4 pont kozott, akkor az atmérdkrdl legfeljebb
3 pont valaszthat, melyek koziil az egyik a négyzet oldala, igy ez a negyedik pontként
vélasztott kdzépponttal derékszdgli haromszoget alkot.

3 pont

2 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

2. Legyen n pozitiv egész. Mutassuk meg, hogy az A, = 2" + 22" 41 szdmnak legalabb
n kiilonbdz6 primosztdja van.

Megoldas. A, =22 +2'+1=76s Ay =2*4+22+1=21=3-7. Tehitn=16s n=2
esetén igaz az allitas.

Legyen most n > 1, és tegylik fel, hogy n-ig igaz a feladat 4llitdsa. Bevezetve az z = 22!
jelolést, Apypy = a* + 2% + 1.

Az ismert algebrai 4talakitdssal

:E4—|—x2+1:(1:2+1)2—m2:($ —:E+1)'(a:2+$—|—1).

Visszairva az z-nek megfelel6 kettGhatvanyt:

A= (22 =227 1) (2 27 ) = (22 =27 1) 4,

A két zardjelben 4ll6 tényezd pdratlan, és kiilonbségiik 2 - 2 kett6hatvany, tehat relativ
primek, hiszen a legnagyobb kozos osztd a kiillonbségnek is osztdja.

Az els6 tényezd 1-nél nagyobb, és relativ prim a mdsodikhoz, amirdl tudjuk, hogy van leg-
alabb n kiilonbozd primosztdja. Az elsé tényezd ad még legaldbb egy ,,4j” primtényezit,
ezzel belattuk, hogy A, ;-nek legaldbb n + 1 kiilonbozd primosztdja van.
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Osszesen: 7 pont



3. Mennyi az f(z) = 2" 22213 4 322912 1 | 4201327 + 20142 + 2015 fiiggvény leg-
kisebb értéke?

Megoldas. A pdratlan egyiitthat6ja tagokat bontsuk két részre az alabbi médon:

2n + Da* = na® + (n + 1)z

Ezzel a fliggvény az
f(.%’) — x2014 +2l‘2013 4 (ZL‘ZO]Z +2£L‘2012) +4l’20“ 4 (2x20]0 4 3x20]0) T
-+ (10062* + 100727) + 2014z + (1007 + 1008)

alakra hozhato.

Alakitsuk at a kifejezést: az egymadst kovet6 tagokat csoportositsuk harmasaval, majd az
egyes csoportokbdl emeljiink ki.

f(fL') — (I‘2Ol4 + 2I‘2013 + 1,2012) + 2(332012 + 2I‘20“ + 1,2010) 4.

... 41007 (2% + 22 + 1) + 1008.

A zaréjelekben levé kifejezések mind egyenlok egy-egy kéttagi 0sszeg négyzetével, vagyis

Fla) = (2197 4 £1906)% L2 (1000 4 10052 11007 (2 4 1) + 1008.

Mivel egy valés szdm négyzete nemnegativ, a zardjeles tagok legkisebb értéke 0.

Az zF 4+ 271 = 0, k > 2 egyenletbSl = = 0, vagy (az egyenlet 2%~ '-nel val6 osztdsa utdn)
x = —1, kovetkezik, de az utolsé négyzetes tag ezek koziil csak z = —1 esetén lesz 0.

Ezeken a tagokon kiviil véltoz6 nem szerepel a kifejezésben, ami mddositand a minimum-
helyet, igy a fiiggvény legkisebb értéke f(—1) = 1008.
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