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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy haromszogben nevezziik keriiletfelezonek az olyan szakaszokat, amelyek a harom-
sz0g egy csucsat ugy kotik Ossze a szemkozti oldal egy pontjival, hogy a szakasz két olda-
lara a haromszog keriiletének ugyanakkora része esik. Igaz-e, hogy ha egy hdromszog nem
egyenld szard, akkor keriiletfelezé szakaszai mind kiilonb6z6 hosszisagiak?

Megoldas. ElSszor megmutatjuk, hogy tetszdleges haromszog mindegyik cstcsahoz tartozik
keriiletfelez6. Ehhez csak azt kell latni, hogy s —a €s s — b a haromszog-egyenlbtlenség miatt
pozitiv, tovabbd s —a+s—b=2s—a—b=a+ b+ c— a — b= c. Tehat a ¢ hosszisagu
oldalt a felé s —a, b felé s — b hosszu szakaszra bontva megkapjuk a c¢ oldalhoz tartozé
keriiletfelezt. 2 pont

Most azt fogjuk igazolni, hogy ha van két egyenl6 hosszisdgu keriiletfelezd, akkor van két
egyenld oldal. Tehat ha minden oldal kiilonb6z6, akkor minden keriiletfelezd is kiilonbozd
hosszisagu. 2 pont

B s—a Ci A

Tegyiik fel, hogy a BB; és C'C| keriiletfelez8k egyenlék: BB; = CC;. A fentiek alapjan
BC| = CB; = s — a, mert mindkettd a-t egésziti ki a keriilet felére. 1 pont



Az eddigiek alapjan a BC'C| és CBB; haromszogek egybeviagdk, mert mindhdrom olda-
luk megegyezik. Ebbdl viszont C BC <t = BC B; <t kovetkezik, vagyis az eredeti haromszog
egyenld szard, mert van két egyenl6 szoge. 2 pont

Osszesen: 7 pont

2. A miasodfoki p(z) = ax® + bz 4 ¢ (a # 0) polinom minden z-re teljesiti az aldbbi ssze-

fliggést: )
(@) = (p(ﬂf +1) ;P(w - 1)) ‘

Add meg a kovetkez$ Osszeg pontos értékét! S = p(—3) — 2p(0) + p(3) =7

Megoldas. Irjuk fel a megadott kifejezés jobb oldaldt az a, b, ¢ egyiitthatok segitségé-
vel!

2
px+1)—p—-1)Y [(alz+1)>+bxz+1)+c)— (alz— 1)+ bz — 1) +¢) | vont
2 - 2 - 0P
Rendezziik!
2
(a(@+ 12 +bx+1)+c) — (alz— 1) +bx—1)+c)\
5 =
2
B (az? +2az 4+ a+ bz +b+c) — (az? — 2az + a + bz — b+ ¢) B
= 5 =
daz + 20\
= (ax;—) = (2az + b)* = 4a%2? + 4abx + b*. 2 pont
Mivel ez minden z-re megegyezik a p(x) = az’® + bz + ¢ polinommal, ez csak tgy lehet,
ha a megfelel§ egyiitthatok megegyeznek, vagyis
1
a=4a> — a=7 (a # 0 miatt!)
1
b=4ab=4- Zb = b, vagyis b tetszbleges, és végiil ¢ = b°.
1
Vagyis a p(z) polinom p(z) = Zasz + bx + b* alaki valamely b valds szdmra. 2 pont
Ekkor az S = p(—3) — 2p(0) + p(3) kifejezés értéke:
1 2 2 2 1 2 9
S <4( 3)"—3b+ > +(43+3+ 2

Vagyis az S 0sszeg értéke: S = 4.5. 2 pont

Osszesen: 7 pont



3. Megrajzoltuk egy konvex nyolcszog Osszes 4dtlgjanak egyenesét, majd ezen egyenesek
osszes metszéspontjat. Legfeljebb hany metszéspont eshet a nyolcszogon kiviilre?

Megoldas. Eloszor megjegyezziik, hogy lehet olyan nyolcszdget rajzolni, amelynek atlo-
egyenesei kozott nincsenek parhuzamosak, és sem a sokszog belsejében, sem a sokszogon
kiviil nem megy 4t harom 4tléegyenes egy ponton.

Példaul ha a nyolcszog csucsait egy kor keriiletén vessziik fel egymds utdn, valamilyen ko-
riiljards szerinti sorrendben, akkor a konvexitds teljesiil. Az elsé harom pontot tetszdlegesen
felvehetjiik. Ezutan a soron kovetkezd pont vélasztdsakor mindig csak véges sok lehetoséget
zar ki, hogy nem keletkezhet a kordbbi 4tlékkal parhuzamos szakasz, és olyan sem, ami két
kordbbi 4tl6 metszéspontjan megy at.

A tovédbbiakban tehét feltételezhetjiik, hogy a nyolcszog csdcsain kivill nincs olyan pont,

amelyen legaldbb harom atl6 egyenese dtmegy, és az 4tlok kozott nincsenek parhuzamosak.

Megszamoljuk, hogy 0Osszesen hany metszéspont lehetséges, majd ebbdl le fogjuk vonni
a belsd metszéspontok szdmat és a nyolcszog keriiletére esd metszéspontok szdmat.

0-19

8-5
A nyolcszognek - = 20 atléja van, ezekbdl = 190 pér alkothato.

5-4
A nyolcszdg minden csicsdban 6t 4tl6 taldlkozik, vagyis - = 10 atl6 par metszi egymadst
egy adott csticsban. Ez 6sszesen 8 - 10 = 80 par.

A belsé metszéspontok megszamolasdhoz a kovetkezd (ismert) gondolat hasznélhat6. Ha két
atlé belsd pontban metszi egymdst, akkor az 4tlék végpontjai biztosan kiilonboznek. Te-
hat egy bels6é metszésponthoz hozzarendelhetd négy csics. Forditva, ha kivéalasztunk négy
tetszbleges csucsot, akkor ezek egy konvex négyszoget adnak meg, amelynek 4tl6i egyben
a nyolcszog atléi is, és beliil metszik egymast. Tehat a belsé metszéspontok és a nyolcszog
csdcsai koziil kivédlaszthaté négyesek kozott kolcsondsen egyértelmli megfeleltetés adhatd
8-7-6-5
= = 70.

A 190 lehetséges pdr koziil 80 a sokszog keriiletén metszi egymast, 70 a sokszog belsejében,
tehat legfeljebb 190 — 80 — 70 = 40 metszéspont eshet kiviilre, és a bevezetd megjegyzés
alapjan ez el is érhetd.

P 8
meg. Igy a belsd metszéspontok szdma < 4>

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont



4. Melyik az a legkisebb (tizes szdmrendszerben felirt) természetes szdm, amelyben mind
a tizféle szdmjegy szerepel legalabb egyszer, €s a szdm oszthaté 99-cel?

(A szam nem kezd&dhet 0-val!)

Megoldas. A szdmunk pontosan akkor oszthaté 99-cel, ha 9-cel, és 11-gyel is oszthatd.
Mivel 0+ 14 ...+ 849 =45, ezért ha a szamunk 10-jegy(, és ezekbdl a jegyekbol all
valamely sorrendben, akkor 9-cel oszthatd.

Ha nem taldlunk ilyen 11-gyel oszthat6é szdmot, csak akkor van sziikség arra, hogy valamely
szdmjegybdl tobb szerepeljen a szamunkban.

(Vagyis a tovabbiakban feltessziik, hogy a szamunk 10-jegyt.)

Vizsgéljuk a 11-gyel oszthatésagot (a fenti 10-jegyli szamokra)!

Az oszthatésagi szabdly miatt a jegyek véltakozo el6jeld Osszegének 11-gyel oszthaténak
kell lenni.

Mivel a szdmjegyek Osszege 45, ez csak akkor lehet, ha a pératlan helyiértéken all6 je-

sz

gyek Osszegének (t), és a paros helyiértéken 1év6 szdmjegyek Osszegének (s) a kiilonbsége
(t — s) pératlan (kiilonben ¢ és s azonos paritdsu, igy Osszegiik péros, és igy nem 45), vagyis
t—s=£11, vagy +33.
Ha a 10 lehetséges jegybdl az 5 nagyobbat tessziik pl. a paratlan helyiértékekre, a tobbit
pedig a péros helyiértékekre, akkor egy ilyen szdmra:

t—s=094+8+7+6+5) —(4+3+2+1+0)=25,
vagyis t — s = 33 nem lehet — ¢ — s = +£11 lehetséges csak.

Most akkor prébéljunk ilyen szdmot ,,csindlni”, méghozza gy, hogy a lehetséges legkisebb
10-jegyli szamot alakitjuk ki ekdzben!

Ugy érdemes prébalkozni, hogy a lehetd legkisebb jegyet tessziik az elsé helyre, aztdn a ma-
radék jegyek koziil a lehetd legkisebbet a masodik helyre, és igy tovabb ... (Ezt a nyilvan-

s

val6 elvet késdbb tobb helyen kihasznaljuk.)
Ha a szamunk eleje 1023 ... lenne, akkor ,eddig” t —s=14+2—-3 =0.

Ha most a maradék hat jegybdl a hdrom nagyobbat pl. a paratlan helyekre, a tobbit a paros
helyekre tessziik, akkor |t —s| =(94+8+4+7) - (6+5+4) =9 < 11.

Vagyis a szamunk nem kezd&dhet 1023-mal.

A szamunk a lehet6 legkisebb akkor lehet az eddigiek alapjan, ha 1024-gyel kezdddik.
HEddig”t —s=14+2—-4=—1. A |t —s| = 11 feltétel most kielégithets, de (9 + 8+ 7) —
—(6+ 5+ 3) = 10 miatt pontosan akkor, ha a pératlan helyiértékekre tessziik a 3, 5, 6 je-
gyeket, mig a paros helyiértékekre a 7, 8, 9 jegyeket.

Ezt sokféleképpen tehetnénk, de (mivel a legkisebb ilyen szdmot keressiik) nyilvdn megint
csak ,,novekvé moédon” fogjuk rendezni a lehetséges jegyeinket.

Igy a legkisebb lehetséges szdmunk az 1024375869.
Vilasz: a legkisebb ilyen szam az 1024375869.

(Ez a pont a szdm indoklds nélkiili megtaldldsdért is jdr!)

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



5. Adott egy PQR haromszog, amelynek oldalai kiilonboz6 hossziak. Az M N szakasz
ugyanazon oldaldra felvettiik a bet{izésiik sorrendjében azonos koriiljarasi M N A, BM N és
NCM héaromszogeket, amelyek mind hasonlék PQR-hez. Bizonyitsuk be, hogy az ABC
haromszog is hasonlé P(Q) R-hez.

Megoldas.

El6szor rogzitjilk, hogy melyik szogek felelnek meg egymasnak.
Legyen

Pg=AMN<=NBM<x=MNC«;
Q<=MNA<=BMN<=NCM<;
Ra=NAM<=MNB<x=CMN«.

Az oldalak kiilonboznek, ezért feltehetjiik, hogy a kovetkezd relé-
cidk igazak: P< < Q< < R<«.

Az attekinthet6ség kedvéért az dbran nem jeloltik meg mind a ki-
lenc szoget.

Nevezziik el az AM N haromszog oldalait: M N = a, NA =m, AM = n. Ezekkel a szaka-
szokkal kifejezzik a BN, BM, CN és CM szakaszokat. A haromszogek hasonldsagabol
a:m:n=BM:a: BN =CN :CM : a kdvetkezik.
2 2

A megfelels ardnyokbél BN = 2 B =2 oN =2 & om = Y2

m m n n
Az M N szakaszra rajzolt haromszogek szogei is megegyeznek a hasonlésagok miatt, igy
CMB1«=CMN<—BMN<=BNM1«—ANM< = BN A<«. Tehat CM és M B ugyan-
akkora szoget zar be, mint AN és N B, tovabba

Azt kaptuk, hogy CM Ba ~ AN BA.

Az el6bbi kivondsokndl kihasznéltuk szogek feltételezett nagysdgrendjét, de a tobbi sorrend-
nél ugyanigy kapjuk az egyenlGséget.

Végiil vegyiik észre, hogy a CM Ba ~ AN Ba hasonlésag miatt CBM < = ABN<, te-

CB MB
hit CBA<t = M BN <, tovabba 1B - NB Ez a két Osszefiiggés maga utdn vonja, hogy
CBAA ~ MBN,. Ezzel az allitas bizonyitasat befejeztiik.

1 pont

2 pont

2 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Az utolsé szakaszban ujra haszndltuk a szogek rendezését ahhoz, hogy BA
ugyanolyan irdnyban van BN-t6l, mint BC, BM-tdl.



