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Megoldasok és javitasi atmutaté

1. Egy tandr kijavitotta egy 12 f6s csoport dolgozatait. A kijavitott dolgozatok egymads felett he-
lyezkednek el. A tanar késziil felirni a jegyeket egy papirlapra, amelyen a tanulécsoport tagjainak
neve van dbécé rendben felsorolva. A lap egyik oldaldn tiz név szerepel, a mésik oldalon pedig
kettS. A lapnak kezdetben az az oldala van feliil, amelyiken tiz név szerepel. A tanér el§szor a
legfeliil 1€év3 dolgozat jegyét irja a megfelelS didk neve mellé, majd az alatta levdét €s gy tovébb.
(Természetesen az utolsé jegy beirdsa utdn mar nem forditja meg a lapot.)

Dontsiik el, hogy minek nagyobb az esélye: annak, hogy a tandr a lapot legaldbb négyszer
megforditja a jegyek beirdsa sordn, vagy annak, hogy legfeljebb haromszor? 7 pont

Megoldas: Nevezziik a lap hatoldaldnak azt az oldaldt, amelyen két név szerepel. A lapot
legfeljebb négyszer kell a tandrnak megforditania, s pontosan akkor fogja négyszer megforditani,
ha a hétoldalon szerepl6 két didk neve nincs kozvetleniil egymds alatt a névsorban, tovabba az
egyik ilyen név nem legalul szerepel. 2 pont

A 12 didk dolgozata 12!-féle sorrendben johet egymads utén. 1 pont

payd

Most szamoljuk meg azokat az eseteket, ahol a hitoldalon 1évS két didk neve kozvetleniil egymas
alatt van, vagy a két név koziil az egyik legalul van. Ha az egyik név alul van, az 2 - 11! darab
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eset, mert 2-féle médon véilaszthatjuk ki az alul 1évS nevet, és a maradék 11 nevet 11!-féle moédon

rakhatjuk sorba. 1 pont
Azokat az eseteket kell még megszamolni, amikor a két név egyike sincs legalul, de kdzvetleniil
egymds alatt vannak. A lejjebb 1év6 név lehet a 2., 3., ..., 11. helyen: ez 10 lehet&ség. Ez igy
tehat 6sszesen 10 -2 - 10! = 20 - 10! lehetSség. 1 pont

Az olyan esetek szdma tehdt, ahol legfeljebb haromszor kell megforditania a tanarnak a lapot,
2-11-101+2-10-10! = 42-10!. Mivel az Osszes eset szdma 12! = 132- 10!, igy annak nagyobb
az esélye, hogy a tanarnak meg kell négyszer forditani a lapot (hiszen ez 90 - 10! darab eset). 2 pont

Osszesen: 7 pont



Masik megoldas: Gondolatban irjuk fel sorban a tanulék nevét abban a sorrendben, amelyben
a dolgozataik szerepelnek, majd irjunk egy 1-est a tanulé neve helyére, ha a névsort tartalmazé
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lapon az elol 1évS oldalon, illetve egy 2-est, ha a hatul 1évé oldalon szerepel.
Vizsgdljuk a nevek helyére irt, tiz darab 1-es és két darab 2-es szambdl 4ll6 sorozatot.
Legfeljebb négyszer kell megforditani a lapot: a két 2-es elbtt €s utdn.

Pontosan négyszer pedig akkor kell megforditani a lapot, ha mindkét 2-es utdn 1-es jon (ekkor
ugyanis mindkét 2-es el6tt is és utdn is forditunk).

Vonjuk 0ssze a 2-eseket az utdnuk kovetkez6 1-essel, és tekintsiik 21-esnek. Eszerint négy forditas
abbdl a sorrendbdl alakulhat ki, amikor nyolc darab 1-es €s két darab 21-es szerepel a sorban,
vagyis tiz pozicion szerepel nyolc 1-es és két 21-es.

10
Ez ( ) ) = 45-féleképpen fordulhat el6.

12
Az Osszes lehetséges szamsorozat esetében 12 helyen szerepel tiz 1-es és két 2-es, ami ( 5 ) =66
lehetGséget jelent.
A megmaradd 66 — 45 = 21 esetben elég legfeljebb haromszor forditani.

Ezért annak nagyobb az esélye, hogy négyszer kell megforditani a lapot.

Osszesen:

Megjegyzés: Tobbféle j6 szamolds elképzelhetd, ahol mas és mds az 6sszes eset szama. Ezekért
természetesen jar a teljes pontszdm, ha kihozza a két eset szdimainak helyes aranyat (7 : 15).
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1 pont
1 pont
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7 pont



2. Egy osztély tirdzas kdzben azt jatszotta, hogy egyikiik Osszeadta a természetes szdmokat egy
altala kivalasztott n természetes szamig, és megmondta az eredményt a tobbieknek. Az mondhatta
a kovetkez6 Osszeget, aki elGszor eltaldlta n értékét.

Levente a 2273-at adta fel.

Péter kozbeszolt: ,,Biztosan hibaztal Osszeadds kozben, mert a természetes szamok Osszege
sohasem végzddhet 73-ra!”

Bizonyitsuk be Péter allitasét, azaz: Az elsG n természetes szam 6sszege nem végzddhet 73-ra!

+1
1. megoldas: Haszndljuk fel, hogy a természetes szdmok dsszege: S, = n(n2 ).

Ezt atalakitva:

25, = n’+n
8S, = 4n® + 4n
85, +1=02n+1)>

Indirekt tegyiik fel, hogy S, = 100k + 73, ahol k természetes szam.
Ekkor 85, + 1 = 800k + 584 + 1 = 100(8k + 5) + 85 alaku, tehat 85-re végzddik.
Az 5-re végz6dG négyzetszamok (107 + 5)% alakban irhatdk fel, ahol / természetes szam.

De (107 +5)% = 1007% + 100 + 25 = 100(I* + [) + 25, tehdt egy 5-re végz8d6 négyzetszam csak
25-re végzbdhet.

Ellentmondasra jutottunk, tehat hamis volt a felvetésiink, azaz S, nem végzédhet 73-ra.

Osszesen:

2. megoldas: Irjuk fel az els tiz végzddést!

n (1234|567 ]8]|9]10
Sp | 1]3]61015]21|28|36|45]|55

Képezziik az §,-bdl az S,.10-et! Mivel a hozzédadott tiz tag végén minden szdmjegy pontosan
egyszer fordul el§ és ezek Osszege 45, ezért S,410 utolsé szdmjegye 5-tel nagyobb vagy 5-tel
kisebb S, utolsé szamjegyénél.

Ezek alapjan S>o-ig S» és az el6bbiek alapjan S17 = 153 végzddik haromra, de egyik sem végzddik
73-ra.

Az elébbiekbdl kovetkezik, hogy S,+20 utolsé szdmjegye megegyezik S, utolsé szdmjegyével,
tehat csak Srox+2 €s Srok+17 v€gzddhet haromra.

Az S,-hez adott 20 szam 6sszege: (n+ 1)+ (n+2) + ...+ (n +20) = 20n + 210.
Ez n = 20k + 2 esetén 400k + 250, n = 20k + 17 esetén 400k + 550 alaka.

Viszont igy a 03 és 53 végziddések valtogatjdk egymast, tehat nem lehet a végzddés 73.

Osszesen:
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3. Egy kor metszi egy adott O csicst (@ < 180°) szog szdrait, egyiket az A és B, mdsikat a C és D
pontban. (Az A pont O és B kozott, a C pont O és D kozott van.) Az adott szog felezbje a kort
az M és az N pontban metszi. (O-hoz az M van kozelebb.)

Bizonyitsuk be, hogy az AM v és az ND iv Osszege egyenld az MC iv és a BN iv Osszegével

(a szobanforgd négy iv az « szdrai kozott van)! 7 pont
Megoldas:

Az M ponton at huzzunk parhuzamos félegyeneseket az adott O csucsu « szog szaraival, az igy

kapott szog szérai a kor BN ivét a P, ND ivét az R pontban metszik. 2 pont

Az AM {iv és a BP iv a kornek két parhuzamos egyenes kozé esé ivei, ezért egyenldk, e két iv
hossza legyen i. Hasonléan az M C iv és az RD 1iv is egyenldk, ezek hossza legyen j. 2 pont

A PN ésaz RN ivek pedig a kornek ugyanakkora keriileti szogekhez tartozo ivei, ezért egyenldk,
ezek hossza legyen k. 2 pont

m+1/\ﬁ):i+k+j:m+ﬁv 1 pont

Osszesen: 7 pont



4. Adottak az aldbbi egyenletek:

x2+px+q:0 (1)

1 p q
-0 2
x+2+x+1+x 2)

Bizonyitsuk be, hogy ha mindkét egyenletnek két valds gyoke van és az (1) egyenletnek pontosan
egy gyoke van a ]0; 1[ intervallumban, akkor a (2) egyenletnek pontosan egy gyoke pozitiv.

Megoldas: Mivel az (1) egyenletnek pontosan egy gyoke van a ]0; 1[ intervallumban, ezért az
f(x) = x* + px + ¢ = 0 masodfoku fliggvény helyettesitési ért€kei a 0 és az 1 helyen kiilonbozd
elGjeldek.

JO) =qgés f(l)=1+p+q.

A (2) egyenletet atalakitva az (1 + p + q)x2 + (1 +2p+3g)x +2g = 0 misodfoku egyenlethez
jutunk.

Ennek gyokei pontosan akkor kiilonbozd elGjeltek, ha x; - xo < 0.

2
A gyokok és egyiitthatok Osszefiiggései alapjan: x; - xo = 9 o,
l+p+g
2
Mivel g és 1 + p + g kiilonbozs elGjeldek, ezért q < 0.
l+p+g

Osszesen:
Megjegyzés: Az els§ egyenletbSl kapott g(1 + p + g) < 0 Osszefliggés az aldbbi mddon is
megkaphat6:
A gyokok elhelyezkedésére két lehetdség van.

—P-VP*-4q . —p—~NP*-4q -p++pP* —4q
1.0< és <lésl<

2 2 2

Mivel két valés gyok van, ezért p> — 4q > 0. Az elsG egyenltlenség pontosan akkor teljesiil, ha
p<0égq>0.

A miésodik egyenl6tlenség pontosan akkor teljesiil, ha =2 < p, vagyha(p < -2ésp+qg+1 < 0).

A harmadik egyenlGtlenség pontosan akkor teljesiil, ha p < -2, vagyha (p > -2ésp+g+1 <0).

, PP 4 PP’ —4q P+ PP —4q
' 2 2 2

Az elsS egyenl6tlenség pontosan akkor teljesiil, ha p > 0, vagy ha (p < 0és g < 0).

<1

<0és0<

A masodik egyenl6tlenség pontosan akkor teljesiil, ha p < 0, vagy ha (p > 0és g < 0)
A harmadik egyenlGtlenség pontosan akkor teljesiil, hap > -2és0<p+¢g+ 1.

Az els6 egyenlStlenség-rendszer tehdt pontosan akkor teljesiil, ha ¢ > 0, és p < -2 esetén
p+q+1<0;valamint -2 < p < O esetén p + g + 1 < 0. Osszefoglalva: g(1 + p + ¢q) < 0.

A miasodik egyenl6tlenség-rendszer pontosan akkor teljesiil, hap > =2 és0 < p+¢+ 1, valamint
p > Oesetén g < 0 vagy p < O esetén g < 0. Osszefoglalva: g(1 + p + q) < 0.
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