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A donto feladatainak megoldasai

Legyenek az x> —(a+d) -x+ad —bc=0 egyenlet gyokei az x, és x, valds szamok!
Bizonyitsa be, hogy ekkor az y* - (a* +d* +3abc +3bed ) y +(ad — be)} =0
egyenlet gyokei az y, =x,> és y, = x,’!

Megoldas:

frjuk fel az x> —(a+d)-x+ad —bc =0 masodfoka egyenlet gyokei és

egyiitthato1 kozotti osszefiiggéseket:

(1) X, +x,=a+d,
illetve
(2) x,x, =ad —bc. (1 pont)

Az y*—(a’+d’ +3abc+3bcd)-y+(ad —bc)’ =0 egyenlet elséfoku tag
egylitthatojanak ellentettjét alakitva kapjuk:

a’>+d’ +3abc+3bcd =a’ +d’ +3(a+d)bc,
3) a’ +d’ +3abc+3bcd =(a+d)’ —3(a+d)(ad —bc) .
Az (1) és (2) 0sszefliggéseket (3)-ba helyettesitve:

a’ +b* +3abc+3bed = (x, +x,)° —3(x, +x,)x,x,,
a miveletek elvégzése €s rendezes utan:
4) a’ +b* +3abc +3bed = x,” +x,°. (4 pont)
Masrészt az y* —(a’ +b° +3abc +3bcd) - y + (ad —be)’ = 0 nulladfoku
tagjaba (2)-t helyettesitve :

(ad —bc)’ = (x, - x,)’

®)) (ad —bc)’ = xx; (1 pont)



>y OKTV 2006/2007.
tatasi1 ivata . r o m . ” -

% Orszagos Kozoktatasi Ertékelési és Vizsgakozpont Matematlka I kategorla _’ donto forijIO
Feladatlap és megoldasok

(4) és (5) felhasznalasaval az y* —(a’ +d° +3abc +3bcd) - y + (ad —bc)’ =0

egyenlet felirhato a kdvetkezd képpen is:

3

(6) Y= +x)y+xx; =0,

(6) bal oldalat szorzatta alakithatjuk:
(7) (y=x)(y-x)=0.

A (7) egyenlet gyokei pedig valdban az x; ¢és x; valds szamok. (3 pont)

Az y*—(a’ +d* +3abc+3bcd)- y+(ad —be) =0 egyenletnek akkor vannak
valos gyokei, ha D=(a’ +b° +3abc +3bcd)’ —4-(ad —bc)’ > 0.

Ez a feltétel (4) és (5) segitségével (x13 +x,° )2 —4.x-x,° 20,

azaz (xl3 —x,’ )2 >0 alaki lesz. Ez utobbi minden x, és x, valos szamra
teljesiil, ez pedig pontosan azt jelenti, hogy ha az x*> —(a+d)-x+ad —bc =0

egyenletnek vannak valos gyokei, akkor az
v —(a® +d* +3abc+3bed)-y+(ad —bc) =0 egyenlet valos gydkei is 1éteznek (1 pont)

osszesen: 10 pont
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Egy tengelyesen szimmetrikus trapéz parhuzamos oldalai 4B és CD.
A DC;CB ¢és BD szakaszok hosszai ebben a sorrendben egy novekvo
szdmtani sorozat harom egymast koveto tagjai. Az AD;AB és AC
szakaszok hosszai ebben a sorrendben szintén egy ndvekvd szamtani
sorozat harom egymast koveto tagjai.

Hatarozza meg a trapéz oldalai hosszanak aranyat!

Megoldas:

Készitsiink a feltételeknek megfeleld abrat!
Az dbran merdlegest bocsatottunk a C illetve D pontokbol az 4B
szakaszra, a merdlegesek talppontjai P illetve Q.

D

Legyen 4B=a, BC=b és CD=c,tovabba AC=e!

A tengelyes szimmetria miatt nyilvanvalo, hogy
DA=b €és BD=e.

Az 4Q illetve BQ befogok hossza:

a—=c
(1) AQ - 2 9
illetve
(2) Bo=2"¢ (1 pont)
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A feltételek miatt a feladatban két ndvekvd szamtani sorozat 3-3 egymast
kovetd tagja szerepel, fenti jeloléseinkkel ezek a kovetkezok:

3) c;bie,
€s
4) b;ase.

Legyen a (3) sorozat differencidja d!

Mivel a sorozat névekvo, ezért nyilvanvalo, hogy d > 0.

A szédmtani sorozat tulajdonsaga miatt:

(5) c=b-d ¢és e=b+d. (1 pont)

A (4) szdmtani sorozatra teljesiil, hogy

e+b
a= ’
2
azaz (5)-0t behelyettesitve:
6) :2’)2“1:“%. (1 pont)

Az ADQ ¢és BDQ haromszogek derékszogiiek, ezért (1) és (2)
felhasznalasaval a Pitagorasz-tétel alapjan felirjuk, hogy:

(7) bz—(a_cjz :ez—(aﬂ:jz. (1 pont)

a-c ﬁ
2 4’
masrészt

a+c 4b-d
= ]. t
5 1 (1 pont)
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Ezeket, illetve az ugyancsak (5)-bdl kapott e=b+d 0Osszefliggést
beirjuk (7)-be:

, (3dY , (4b-aY
b _(Tj =(b+d) £—4 j

Elvégezve a miiveleteket, rendezés és egyszeriisités utan a
(8) 2b* —5bd —3d*> =0
egyenletre jutunk.

Tekintsiik (8)-at 5 -ben masodfoku egyenletnek, a megolddképlet
segitségével kapjuk, hogy:

b =3d és b, =—%d.

Figyelembe vévea 4 > 0 feltételta b, = —%d nem megoldas.

Ezért

fgy (5) és (6) szerint:

Ebbdl kovetkezden az ABCD trapéz oldalai hosszanak ardnya:

AB:BC:CD:DA=7:6:4:6.

(1 pont)

(2 pont)

(1 pont)

(1 pont)

0sszesen:

10 pont
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Anna dobokockajanak 4 lapja fehér, 2 lapja fekete, Bori dobdkockéjanak
minden lapja fehér.

a) Bori be akarja festeni a kockdja néhany lapjat feketére ugy, hogy ha a
festés utan egyszerre dobnak a kockaikkal, akkor az azonos szin dobasanak

valoszinlisége % legyen.
Hany lapot fessen be Bori?

b) Mutassa meg, hogy Bori nem tudja ugy festeni a kockéjat, hogy az azonos

14 14 /4 14 14 rr 14 1
szin dobasanak valdszintisége 2 legyen!

c) A Bori altal feketére festett lapok szamahoz rendeljiik hozza az azonos szin
dobaséanak valoszinliségét!
Adja meg ennek a fiiggvénynek az értékkészletét!

Megoldés:

Tegylik fel, hogy Bori x szadmu lapot festett be.
Eldszor vizsgaljuk azt az eseményt, hogy mindketten feketét dobnak!
Jeloljiik 4-val azt az eseményt, hogy Anna feketét dob, és

B -vel azt, hogy Bori dob feketét

Ezek valoszinliségei a kovetkezok:
2 . by
P(A) = 5 illetve P(B)= . (1 pont)

Az A4 ¢és B egymastdl fiiggetlen események, ezért annak valdszinlisége,
Hogy mindketten feketét dobnak,
Fapy =P Hay»

azaz

_2x
(1) P(A-B) = % (1 pont)
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Masodszor vizsgéljuk azt, hogy mindketten fehéret dobnak.
Legyen C illetve D az az esemény, hogy Anna illetve Bori fehéret dob!
Ezek valészinliségei:

6—x

P(C):% illetve P(D)= (1 pont)

Mivel a dobasok egymastdl fiiggetlenek, igy annak valosziniisége,
hogy mindketten fehéret dobnak:

4-(6-x)

@ pe-p) =&

(1 pont)

Az azonosan fekete, illetve azonosan fehér szin dobasa egymast kizard
események, ezért az azonos szin dobdsanak valdsziniisége az (1) és (2)
valosziniiségek O0sszege:

P(A-B+C-D):2—x+M
36 36

b

rendezé€s és egyszertisités utan:

12—x

(3) P(A4-B+C-D) ===

(1 pont)

Bori kivansaga szerint ez % kell, hogy legyen.

12-x 7

) 18 18°

A (4) egyenlet megoldasa x =35, ezért a feladat a) részének kérdésére
az a valaszunk, hogy Borinak a sajat kockdja 5 lapjat kell feketére
befestenie ahhoz, hogy az azonos szin dobasanak valoszinlisége

% legyen. (1 pont)
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A feladat b) kérdése szerint az azonos szin dobasdnak valdszinilisége

% lenne. Ez a

)

12—x

1
18 4

egyenlet megoldasabol kapott x mellett teljestilne.

(5) megoldasa: x= 1?5 , €z nem egész, igy nem lehet kocka lapjainak szama.

4 14 /4 14 14 14 144 14 14 1
Ezért az azonos szin dobasanak valésziniisége valoban nem lehet 7

A ¢) kérdésre adando valaszhoz el@szor hatarozzuk meg az  f(x) -szel

Jelolt fliggvény értelmezési tartomanyat!

Mivel Bori a kockdjanak 0,1,2,3,4,5 vagy 6 lapjat festheti be feketére,

ezert:

(3) alapjan a fiiggveny értékkészletének elemei kiszdmithatok, igy rendre

azt kapjuk, hogy:

D, = {0;1;2;3;4;5;6} .

=

211514 71

3°18°9°2°9°18°3

3
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(2 pont)

(1 pont)

(1 pont)

0sszesen:

10 pont



