Oktatasi Hivatal

Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny 2008/2009
Matematika I. kategoria

A 2. fordulo feladatainak megoldasa

1. Oldja meg a valds szamok halmazan a

log, (log, x) = log, (log, x)
egyenletet!

Megoldas:

a logaritmus értelmezése miatt x > 0, valamint log, x >0 és log, x >0. (1 pont)

A fenti egyenl6tlenségekbdl az f (x) =log, x ésa g(x) =log, x fliggvények szigortian

monoton névekvo tulajdonsadga miatt x > 1 kovetkezik. (1 pont)
A log, x = iZi" z azonossag alapjan az egyenlet mindkét oldalat atalakitjuk:

(1) log120 (;(:%48 x)_ 1og120(;g84 x) (1 pont)
A log,4 =2 ésa log, 8 =3 értékeket (1)-be irva és rendezve azt kapjuk, hogy:

(2) 3-log, (log8 x) =2 logz(log4 x). (1 pont)
Alkalmazhatjuk (2) mindkét oldalan a & -log, x = log, x" azonossagot, ezzel:

3) log, (log, x)’ =log, (log, x)°. (1 pont)
A 2-es alapt logaritmusfiiggvény szigorian monoton (vagy kolcsondsen egyértelmil)
tulajdonsaga miatt (3)-bol

) (log; x)’ = (log, x)°

kovetkezik. (1 pont)

a

1
A (4) Osszefiiggésben ismét alkalmazhatjuk a log, x = 10
0g

azonossagot, ebbdl

a

3 2
log, x| (log,x
log, 8 log, 4 )’



majd figyelembe véve a mar hasznalt log, 4 =2 ¢és a log, 8 =3 értekeket,

(5) (log227x) _ (logé2L x)

adodik. (1 pont)

Az x > 1 feltétel miatt log, x # 0, ezért az (5) egyenlet mindkeét oldalat oszthatjuk
a (log, x)* kifejezéssel, ebbol

log,x 1
27 47
illetve
27
(6) log, x = o
kovetkezik. (1 pont)

A logaritmus definicidja alapjan a (6) egyenlet megoldasa
27

x=2%. (1 pont)
27
Az x=2* valds szam megfelel az x > 1 feltételnek, és ekvivalens atalakitasokat
végeztiink, tehat ez valoban megoldasa a kiindul6 egyenletnek. (1 pont)*
Osszesen: 10 pont

*Megjegyzés:
Az ellendrzés szamolassal is elvégezheto:

Baloldal:
27 9

- - log, 2,25
log, log, 2+ =log, log, 8* =log, % =log, 2,25 = ngT’ =log, /2,25 =log, 1,5.
Jobboldal:

27 13,5

= = log, 3,375
logglog,2* =logglog, 4 * =log, 11’5 =log, 3,375 = ngT’ =log, /3,375 =log, L5.

Mivel a bal- és jobboldal helyettesitési értéke egyenld, ez az x gyok.



2. Az ABC derékszoglii haromszogben az A4 csucsnal levé belsé szog 30°. A BC
befogora illeszkeddo P pontbol az AB atfogora rajzolt meroleges talppontja

legyen Q.
Hatarozza meg a ﬁ—g arany értékét, ha a BPQ és a CPA haromszogek teriiletei

egyenlok!

Megoldas: jeloléseink az 1. 4bran lathatok.

1. 4bra

Az ABC haromszog hegyesszogei: a feltétel alapjan BACZ =30°, emiatt ABCZ = 60°.
Ebbdl az is kovetkezik, hogy a BPQO haromszdg hegyesszdgeinek nagysaga:

OBP/ = ABCZ =60°,
OPB/ =30°. (1 pont)

Ismeretes, hogy azokban a derékszdgii haromszdgekben, amelyekben a hegyesszogek

nagysaga 30°és 60°, az atfogd hossza kétszerese a rovidebb befogd hosszanak, ezért
az 1. abra jeldléseivel:

(1) AB=2-(x+y),
illetve
©) y=2B0 = BO =" (1 pont)*

5

Az ABC és BPQ haromszogekben (példaul a Pitagorasz tétellel szamolva):

(3) AC = (x+y)-+3,
illetve
) pgzg.\/} (1 pont)*



A CPA héromszog teriilete

a BPQ haromszdg teriilete pedig
_PQ-BQ

BPQy T 2 i
23

A két tertilet a feltételek szerint egyenld, ezért

x(x4y)3_yA3

) 5 g

Az (5) egyenletbdl a miiveletek elvégzése, egyszerisités és 0-ra rendezés utan az
(6) > —dxy—4x* =0
egyenletet kapjuk.

A (6) egyenletben mindkét oldalt oszthatjuk a nyilvanvaldan pozitiv x*-tel,

amelybdl az
2
(Z} 4.2 _4-0,
X X

illetvea z =2 helyettesités bevezetése utan a
X

(7) 2’ —4z-4=0
egyenlet kovetkezik.

A (7) egyenlet megoldasai

z, =2+22 és z, =2-2-42,
azaz:

N2 6522 =2-242.

Xy Xy

Jeloléseink szerint

ezért a feladat megoldasa:

(2 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)



A ]li_i’ =229 9. V2 nyilvan nem megoldas, hiszen 2 —-2- V2 negativ. (1 pont)
Xy
Osszesen: 10 pont
Megjegyzés:

Természetesen, ha az (1), (2), (3), (4)-hez a versenyz6 mas uton jut el (példaul
trigonometrikus szdmoléssal), akkor is megkapja az (1)*, (1)* pontokat.



3. Egy fiokban » darab fiizet van, koziiliilk néhany négyzetracsos, a tobbi vonalas.
Egymas utan véletlenszeriien kivesziink kettét. Egy masik fiokban ugyancsak »
darab fiizet van, de kétszer annyi kozottilk a négyzetracsos, mint az elézoben.
Ebbol a fiokbol is kivesziink véletlenszeriien kettot. Annak a valdsziniisége, hogy
a masodikbol két négyzetracsosat vesziink ki, 6tszor annyi, mint, annak, hogy az
elsd fiokbol vesziink ki két négyzetracsosat. Hany négyzetracsos fiizet van az
egyes fiokokban?

Megoldas:

Jeloljiik £ -val az els6 fiokban levd négyzetracsos flizetek szamat, igy a masodik
fiokban 2k darab négyzetracsos fiizet van.

k-ra és n-re a kovetkezo feltételek teljesiilnek:

Ezekbdl kovetkezik, hogy

tovabba

n>4. (1 pont)
A valoszinliség klasszikus definicidja szerint egy esemény valosziniiségét ugy
kapjuk meg, hogy az esemény szempontjabol kedvezd esetek szdmat osztjuk az
Osszes lehetséges eset szamaval. (1 pont)*
A két négyzetracsos flizet kivalasztasa szempontjabol kedvezd esetnek szamit az,
ha a két flizetet a négyzetracsosak koziil valasztjuk (a sorrendre tekintettel nem 1évén),

ezért az elsd fiokbol torténd valasztaskor a kedvez6 esetek szama:

&) ky =(kJ=M,

2 2

a masodik fidkbol vald valasztaskor

2k)  (2k—-1)-2k
2 k, = =
() > (2 J 2
mivel ott 2k darab négyzetracsos flizet van. (1 pont)

Mivel mindkét fiokban n darab fiizet van, ezért az 6sszes lehetséges valasztas

mindkét alkalommal:



) Nz[”jzﬁiﬁzﬂ.

2 2

Jelolje P, illetve P, annak a valdszinliségét, hogy az elsd, illetve a masodik fiokbol

két négyzetracsos flizetet valasztunk ki. Ekkor a definiciénak megfelelen a fenti

(1), (2), (3) részeredményeket felhasznélva (2-vel valo egyszersités utan):

Kk k(1)
(4) R R
illetve

_ky, 2k-(2k-1)
) PZ_N_ n-(n—l) '

Mivel k> 2,¢s n>4, ezért nyilvanvald, hogy a szerepld tortek mindegyike

értelmezett, és egyike sem O.

A feladat feltétele szerint:

A _s
B
ezért (4) és (5) felhasznalasaval
2k - (2k —1)
P, n-(n—l) _s
PR

n-(n—l)

amelybdl az egyszeriisités €s a miiveletek elvégzése utan

k=3
kovetkezik.

Ez azt jelenti, hogy az elsd fiokban 3 darab négyzetracsos, a masodikban 6 darab

négyzetracsos flizet van.

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

Osszesen: 10 pont

Ellen6rzés:
po32_86
N N
p - 6:5_30
N N
P _30 6 _,
P N N
Megjegyzés:

A * pontot akkor is kapja meg a versenyz0, ha szoveggel nem irja le, de jol hasznélja a definiciot.



Hofehérke, Hamupipoke és Csipkerozsika a mesebeli tisztason talalkoznak.
Hofehérke kosaraban almak, Hamupipoke kosaraban korték, Csipkerodzsika
kosaraban barackok vannak. Minden kosarban 100-nal kevesebb gyiimélcs van.
Hofehérke almainak egy Kkilenced részét Hamupipokének adja, masik
egy kilenced részét Csipkerozsikanak. Ekkor Hamupipoke a masik két mesehos
mindegyikének odaadja a kortéinek egy nyolcad - egy nyolcad részét.
Csipkerozsika rovid gondolkodas utan azt mondja:

»en mindkettétoknek odaadom a barackjaim egy hatod - egy hatod részét, mert
akkor mindharmunknak ugyanannyi gyiimolcs lesz a kosaraban.”

Melyikiiknek hany gyiimolcse volt eredetileg, és mennyit adtak egymasnak, ha

sem atadaskor, sem azutan, egyikiik sem darabolta a gyiimolcsoket?
Mennyi lett a végén a kosaraikban levo gyiimolesok szama?

Megoldas:

Legyen Hofehérke almainak szama a, Hamupipdke kortéinek szama £ , végiil
Csipkerdzsika barackjainak szdma b, ahol a <100, £ <100, b <100. (1 pont)

Mikor Hofehérke almdinak egy kilenced részét Hamupipdkének adja, masik

egy kilenced részét pedig Csipkerdzsikanak, akkor Hofehérke kosaraban Za

darab alma marad, Hamupipdke és Csipkerdzsika kosaraban egyarant éa -éa

darab alma lesz. Ez azt is maga utan vonja, hogy
9 a
Mikor Hamupipdke a kort€ibdl egy nyolcad-egy nyolcad részt ad Hofehérkének és

Csipkerozsikanak, akkor Hamupipdke kosaraban gk darab korte marad, mig

Hofehérke és Csipkerozsika kosaraban egyforman %k -%k darab korte lesz, ahol

8 | k
Végiil, mikor Csipkerdzsika a barackjainak egy hatod-egy hatod részét adja

Hofehérkének és Hamupipdkének, akkor Csipkerozsika kosaraban %b darab barack

marad, a masik két mesehds kosaraban egyarant %b - lb darab barack keriil, és

6 | b. (2 pont)
A feltételek szerint ezutan Hofehérke, Hamupipdke és Csipkerdzsika kosaraban
egyenld szdmu gylimolcs lesz.

Jeldlje ezt az egyforma gylimdlcsmennyiséget N !



A gyiimdlcsok elosztasa utan Hofehérke, Hamupipdke €és Csipkerodzsika kosaraban levo

gylimolcsok szdmara felirhatok a kovetkezd egyenletek:

(D) N=1a+lk+lb,
9 8 6
2) N:la+ék+lb,
9 8 6
3) N:la+lk+ib,
9 8 6
ahol
(4) 9| aés 8 | kés6 | b (1 pont)

Oldjuk meg ezt az egyenletrendszert: a, b, k-t az N paraméterrel kifejezve:

15
a= ITIRAE
(16
17
b= % -N (2 pont)
Nyilvéanvalé, hogy a, k, b, N pozitiv egészek, és mivel
16,17)=1; (1517)=1 (20,17)=1,
ezért kell, hogy
N =17n
alaku legyen, de akkor
a=15-n,
k=16-n,
b=20-n. (1 pont)
Mivel b=20-n,¢és b <100, ezért
n<5
Tovabba (4) alapjan tudjuk, hogy 6| b, amibdl kdvetkezik, hogy 3 | b, és 3 nem
osztja 20-at, ezért csak
n=3
johet szoba. Ez megfelel a tobbi feltételnek is. (2 pont)



Tehat a megoldas:

(1 pont)*

Eredetileg | 1. atadas 2. atadas 3. atadas Végso
Hofehérke 45 -10 +6 +10 51
Hamupipdke 48 +5 -12 +10 51
Csipkerdzsika 60 +5 +6 -20 51
Osszesen 10 pont
Megjegyzés:

Természetesen a tablazat helyett szoveges valasz is adhato:

Kezdetben Hofehérke kosaraban a = 45 darab alma,

Hamupipdke kosaraban & =48 darab korte és

Csipkerdzsika kosaraban b = 60 darab barack volt.

Hofehérke az almaibol 5-5 darabot,

Hamupipdke a kortéibdl 6-6 darabot,

végiil Csipkerozsika a barackjaibol 10-10 darabot adott a masik két mesehdsnek.

A gytiimolcsok elosztasa utan Hofehérke, Hamupipdke és Csipkerozsika kosaraban

egyarant 51 darab gytimolcs lett.

10

(1 pont)

Osszesen: 10 pont



5. Oldja meg a valés (x,y) szimparok halmazan az

(x+y+2009)> =2 (xp+2x+2008)- (—x + y —xy +1)
egyenletet!

Megoldas:

Vezessiik be az egyenlet jobb oldalan szerepld szorzat tényezdire a kovetkezo jeloléseket:

(1) xy+2x+2008 =a,
és
(2) -x+y—xy+1=>h. (1 pont)

Ekkor (1) és (2) megfeleld oldalainak 6sszeadaséaval:

3) a+b=x+y+2009. (1 pont)
Az eredeti egyenlet (1), (2) és (3) figyelembevételével:

4) (a+b) =2-a-b

alaku lesz. . (1 pont)
(4)-ben elvégezve a miiveleteket, rendezés utan az

(5) a’+b*> =0

egyenletet kapjuk.

(5) csak ugy allhat fenn, ha a =0 és b =0 egyszerre igaz, vagyis ha teljesiil az

(6) xy+2x+2008=0

és

(7 —-x+y—xy+1=0

egyenletek mindegyike. 2 pont)

Ekkor a =0 ¢és b =0 miatt a+b is 0, vagyis (3) alapjan
x+y+2009 =0,
amelybdl példaul az y -t kifejezhetjiik:
(8) y=-x-2009. (1 pont)

11



(8)-at (6)-ba helyettesitve

x-(=x—=2009)+2x+2008 =0,
majd a miiveletek elvégzése utan
9) x? +2007x—2008 =0

A (9) egyenlet gyokei
x =1 és x, =-2008,
ezekbdl (8) felhasznélasaval
y, =-2010 ¢és y, =-1. (2 pont)

Az (x+ y+2009)° =2-(xy+2x+2008) - (—x + y — xy +1) egyenlet megoldasai
tehat az

x, =1; y, =-2010,
¢és az
x, ==2008; y, =-1
valds szamparok. (1 pont

A megoldéasok helyességérol az eredeti egyenletbe torténd helyettesitéssel
meggydzddhetiink. ' (1 pont)
Osszesen: 10 pont

Megjegyzés:

Ha (— X+y—xy+ 1) = (1 - x)(y + 1)-b61 x =1 vagy y = —1-re kdvetkeztet, €s nem latja be, hogy

tobb megoldas nincs, akkor maximum 2 pontot kaphat.
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