Oktatasi Hivatal

Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny 2009/2010
Matematika I. kategoria (SZAKKOZEPISKOLA)

A donto feladatainak megoldasa

1. Feladat
Oldja meg a valdés szamok halmazan a

2cos2x +2sin’ x . 13cos® x 6
2cos* x—2cos® x+3sin’x  2cos’ x+4cos’ x+3sin’ x

egyenletet!

Megoldas:

Felhasznaljuk a cos2x = cos” x —sin” x, illetve a sin® x =1—cos” x
trigonometrikus azonossagokat, ezekkel a kiindul6 egyenlet a
kovetkezdképpen alakithat6 at:

2.cos’ x . 13-cos? x P
2-cos*x—5-cos’x+3 2-cos*x+cos®x+3

Vezessiik be az
y =cos’ x

jelolést, ezzel egyenletiink a kovetkezd alaku lesz:

2.y 13-y
> + > =6.
2:y°=5-y+3 2.y +y+3 1 pont

(1)

Az (1) egyenletben a tortek nevezdi nem lehetnek 0 értékliek, igy az elsd
tort miatt:

. 3
y#l ¢es ”5 .

A masodik tort nevezdje minden lehetséges y e R értékre nagyobb 0-nal.
gy a megoldasra kapott feltétel:



) yeR\{l,%}.

Mivel y =0, ezért az (1) egyenlet bal oldalan szerepld torteket
egyszertisithetjiik y -nal.

Ekkor:
3) 2 S+ 13 =6,
2-y=-5+— 2-y+1+—
y y
Legyen
2~y—5+ézz,
y
ezzel a (3) egyenletbdl
4) 2B 6
z z+6

adodik, ahonnan rendezés utan
®)) 2-2°+7-2-4=0

kovetkezik. (Ez ekvivalens atalakitas, mert z=0 és z=-6)
Az (5) egyenlet gyokei: z, :% €s z, =—4.

Elvégezve a visszahelyettesitéseket, z, = -4 esetén azt kapjuk, hogy
2:y°—y+3=0,
ennek az egyenletnek nincs valos megoldasa y-ra.

Ha z, = % , akkor

4y —11-y+6=0,
ennek az egyenletnek az

: 3
yy=2¢saz yZ:Z

valos szamok a megoldasai. ( y, és y, eleget tesz a (2) feltételnek)

Nyilvanval6, hogy y =cos® x miatt y, =2 nem ad megoldast x-re.

3
Ha y, =2 azaz

cos’ x ==,

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



akkor

V3, V3
cosx, =—— €S cosx, =———,
2 2
amibol
(6) xlzi%+2k7z,keZ,
illetve
(7) xzzi%+2mﬂ,m62
1 1 pont
adodik. P
Atalakitasaink ekvivalensek voltak, ezért a kapott megoldasok az eredeti
egyenletnek is gyokei. 1 pont
osszesen: 10 pont
Megjegyzés:
Ha a cos® x =a és 2cos* x+3 = b jelolést vezetjiik be, akkor (3) helyett a
2a 13a
=+ =
b—5a b+a
egyenletet kapjuk.
Ebbol
2
11(3j —13(3j+2 -0,
b b
azaz

(5= (5) -5

Visszahelyettesitve a és b kifejezését a
2cos*x—cos’x+3=0
4cos* x—11cos’ x+6=0

egyenletekre jutunk, ami a tovabbiakban azonos az 1. megoldasban
leirtakkal.



2. Feladat

Legyen
o =322y -] ]
ahol » pozitiv egész szam.

Bizonyitsa be, hogy a sorozat minden tagja egész szam!

I. Megoldas:

Alkalmazzuk a binomialis tételt az (1++2) kiszamitésara.
Eszerint:

n

(1) (1+\/§)n=(ij/§0+@}.\/§+[;].\/§2+___+(n'iJ.\/§”“+{”],\/§”. 1 pont

(1) jobb oldalan minden tag (Z) V2" alaki, ahol k természetes szam, és

0<k<n.
y ’ ’ 2m m .
Ha k paros természetes szam, azaz k = 2m , akkor (\/5 ) = 2", vagyis
k 14 14 . 14 14 14 14 14 14
V2" értéke pozitiv egész szam, ha m nem negativ egész szam.

Ha pedig k paratlan természetes szam, azaz k =2¢+1, akkor, +/2 TN ) ,
ahol ¢ természetes szam.

Ismeretes, hogy (Zj pozitiv egész, ha ne N, ke N, 0<k<n,n=#0. 1 pont

El6bbi megallapitasainkbol az kovetkezik, hogy (1)-ben kétféle tag fordul eld.
Az egyik tipust tag pozitiv egész Hzn ]2’"} , 1 pont
m

O 4 7 (N4 r r 7 n
a masik tipusu egy pozitiv egész szam és 2 szorzata: H% J 2! -\/2}.
+

Ezek 6sszege lesz (1) jobboldala, azaz:

) (14+2) =a+b+2,

ahol az a; b szamok pozitiv egészek, mivel pozitiv egészek dsszegeként
addodnak.

. cre 1 pont
Alkalmazzuk a binomialis tételt (1 ~2 ) kiszamitasahoz!

Ezzel:



3y (-+2f =(”]ﬁ°—@-ﬁ+[§j-(z—...+(—1)"-[Z]-ﬁ".

0

Lathato, hogy az (1) és (3) 6sszefliggések jobb oldalain ugyanazok a tagok
szerepelnek, de (3)-ban az (Z) V2" alaku tagok eldjele negativ, ha &k paratlan

természetes szam.

Ebbdl az kovetkezik, hogy
4) (1-v2) =a-bv2.

(2) és (4) felhasznalasaval:
5) 0, = 2 12)-o-v2].

Elvégezve a miiveleteket, azt kapjuk (5)-bdl, hogy

(6) a =b.

Ez pedig éppen azt jelenti, hogy a, = g[(l +2 ) - (1 -2 )} egeész szam.

Osszesen:

Megjegyzés:
Ne vonjuk le az els6 3 pontot attél, aki az (1 +42 ) polinom alakjanak
meghatarozasdhoz konkrét szadmitasok utjan jut el!

II. Megoldas:
Szamitsuk ki a sorozat néhany elemét!
(1) a,=1; a,=2; a,=5 a,=12; a,=29.

(1)-bdl azt sejtjiik, hogy a sorozatot az

(2) a,=2a,, +a,, (n > 3) ,
a, =1,
a, =2

2 pont

1 pont

2 pont

1 pont

10 pont



rekurziv formulédval is képezhet;jiik.
El6szor ezt a sejtést fogjuk bizonyitani.
Képezziik a 2a, , +a, , 0sszeget!
Mivel:

- g[(nﬁ)“ —(1—&)"1

5

és

oy = 32[fa) (-] ]

9

ezért

200228 2]

Atalakitva:

2a, ,+a, , = g_2(1+\/5)n—1 _2(1 _\/E)”_l

(1 +2)1442)7

2a, ,+a, , =

o) -3 ]

Sejtéslink tehat igaz, vagyis a sorozatra

a,=2a, +a,,

n—1

képzési szabaly.

teljesiil az

+(1+\/§)H
—2(1—J§X1—

Je X2 avz) -2

)]
g \/E)n—2
2 ) 22 1) 2) o242 4]

va, w0, = 2] v2f ) -2 ]
g

+(1+\/5)n_2 —(1—\/5)"_2}

Mivel az els6 két tag pozitiv egész, a (2) képzési szabaly szerint ezutan
minden tagot az el6z6 két tagbol egész szdmmal vald szorzassal €s
Osszeadassal képeziink, ezért a sorozat minden tagja valéban egész szam.

Osszesen:

2 pont

1 pont

2 pont

2 pont

1 pont

2 pont

10 pont



II1. Megoldas:

Ezt a bizonyitast teljes indukcidval végezziik el.
a, =1, tehat az n =1 értékre az allitas igaz, a, egész szam.

Indukcios feltevésiink az, hogy

1 pont
]
4
egész szdm, ha n pozitiv egész.
A teljes indukcids bizonyitéas azt jelenti, hogy ez az allitas » -bdl kovetkezik
n+l-reis.
A sorozat képzési szabdlya szerint irjuk fel ., -et:
(1) an+] _ g[(l + \/E)’Hl _ (1 _ \/5)!1+1j| ‘
Bizonyitando, hogy «,,, egész szam.
(1)-et atalakitva:
2 /7 \/3 7
2) an+l=T-(1+\/§) '(1“/5)_7'(1_\5) (1-+2).
Tovabb alakitva: 1
pont
® o = S [ (2 [ 22 [ o2 ).
(3) szerint
an+1=a)1 +%'[(1+ 2)n+(1_\/§)’1}9
¢s ebben «,az indukcios feltevés miatt egész,ezért a tovabbiakban azt kell
bizonyitanunk, hogy
L) -
egesz szam.
1 pont

Az 1. megoldésban leirtak (4)-ig terjedd része szerint



(1442) =a+b-+2 és 1-42) =a-b-42,
ahol az a; b szamok pozitiv egészek.

Ebbdl kdvetkezik, hogy
%-[(lﬂ/i)n +(1—\/§)n:|=%~(a+b-\/5+a—b'\/§)a
azaz
%-[(H\/E)" +(1—x/5)n]=%-2a =a,
tehat 5% pont

-[(1+\/5)” +(1—\/§)n}

1
2

valoban egész szam.

Eszerint (3)-bdl azt kaptuk, hogy

a =an+a.

n+l

Mivel azonban az indukciés feltevés szerint a, = g[(l +42 ) - (1 -2 )} egész

szam, ezért

a +a

ntl = “Yn

a
1s egész szam.
A feladat allitdsa n =1 értékre teljesiil, és bizonyitasunk szerint »-bdl 1 pont

kovetkezik n+1-re, ezért az allitds minden pozitiv egész n szdmra igaz.

OSSZ@SGI’II I_I:Lnt

10 pont
Megjegyzés:

e III. megoldasban az 5* pontot (teljes egészében) csak akkor kapja meg a
versenyz0, ha korrekt modon bizonyitja, hogy (1 +42 ) —a+b-\2 és

(1-V2) =a-b-472.



3. Feladat

Az ABC haromszogben
BAC/ =90°, BC=a, CA=b, AB=c

és a haromszog K -val jelolt keriiletére fennall, hogy
a+b

c

a) Szamitsa ki tgg értékét a K fiiggvényében! (ahol g =CBAY)

K =

b) K milyen értékeire lesz a g szog az ABC haromszog legkisebb
szoge?

Megoldas:

Jeloléseink az abréan lathatok, az 4ABC haromszégben a BD ¢€s CE
szakaszok a megfeleld belsd szogek (5 és y) felezoi.

a)
Az ABD derékszogl haromszogben
(1) tg£=A—D, I pont
2 c
A bels6 szogfelezd tétele miatt
AD c
b—AD a’
amibdl
ap=2¢
a+c



Ezt beirva (1)-be
) gl -2

atc’ 1 pont
Tovabba

K=a+b+c,
és a feltétel szerint

K= a+b
c

ezert

ath =a+b+c

c
amibdl
(3) a+b=c-(a+b)+c’

adodik.

Az ABC haromszogre érvényes Pitagorasz-tételbdl azt kapjuk, hogy
c’=a’-b’

¢s szorzattd alakitds utdn
> =(a+b)-(a—b).

Ezt beirjuk a (3) dsszefiiggésbe €s a nyilvanvaloan pozitiv a +5 tényezdvel
val6 osztas utan a

l=c+(a-b),
atalakitva:
4) a+c=b+1 | pont
egyenldségre jutunk.
A K=a+b+c és(4) dsszevetésébol
®)) K =2b+1.
Innen latszik, hogy
K>1.
(ezt egyébként K =2 all -bdl 1s latjuk, hiszen a haromszog egyenldtlenség
C
miatt a+b>c). 1 pont

(4)-et beirva (2)-be

(6) gl =2

-10 -



Ugyanakkor (5)-bol
K-1

b=""",
2

ezt a (6) 0sszefliggésbe irva:

p_K-1
™ gD -2 (k>
B

ezzel meghataroztuk g értekét K fiiggvényében.
b)

1 pont

A haromszog legnagyobb szége derékszog, ezért a g szog akkor lehet a
haromszog legkisebb szoge, ha

B<y,
azaz
L1,
2 2
B

Vagyis g < tg % , hiszen a tangensfliggvény szigoruan monoton novekvd
a (Ogj intervallumban. 1 pont

Ezért kiszamitjuk z¢ % —et.

Az ACE derékszogili haromszogben
o - AE

2 b
€s AE -t a szOgfelezo tételbdl kiszamitva:

bc
a+b’

b

AE =

igy

illetve ezt a

feltétellel 6sszevetve

1
] r_=
(®) tg2 K

adodik. (és ez értelmezett, hiszen K #0)

Beirva (7)-et és (8)-at a
tgg < tg% Osszefiiggésbe

1 pont

-11 -



K-1 1
<—.

K+1 K

)

A (9) egyenléOtlenségbdl ekvivalens atalakitasokkal (hiszen K >1) a
(10) K?>-2K-1<0 1 pont
masodfoku egyenldtlenséget kapjuk.
A K’ -2K-1=0 egyenlet gyokei
K, =1+2 és K, =1-42,
igy a (10) egyenldtlenség megoldésai a
1-42 <K <1442

egyenldtlenségeknek megfeleld valos szamok. 1 pont

De tudjuk, hogy az 4BC haromszdg keriilete K >1. Ezérta g szog akkor
lehet a haromszog legkisebb szoge, ha

(11) 1<K<1++2. 1 pont
Osszesen: 10 pont
Megjegyzés:

Ne vonjunk le pontot, ha a versenyzd B <y -val szamol, azaz
B =y =45"-ot is megoldasnak veszi.

-12 -



