% Oktatasi Hivatal

Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny 2009/2010
Matematika I. kategoria (SZAKKOZEPISKOLA)

2. fordulo feladatainak megoldasa

1. Oldja meg a valds szamok legb6vebb részhalmazan a
2010

2009 logxo10 logﬁ["_mj
2009 <1
2010
egyenlitlenséget!

Megoldas:

2010

A masodik logaritmus értelmezése miatt: x > 009 1 pont
Felhasznaljuk, hogy mind az exponencidlis, mind a
logaritmusfiiggvények szigorian monoton nének, ha az ,,a” alapszamukra
fennall, hogy a >1, és szigoruan monoton csokkennek, ha az ,,a”
alapszamra teljesiil, hogy 0<a<l.
Mivel 0<2%% , ezeért a 2009 alapt exponencialis fiiggvény szigortian
2010 2010
monoton csokken. Ezért az eredeti egyenldtlenség ekvivalens a
lo lo X— 2010 >0
€2010 gﬁ( 2009)
egyenldtlenséggel. 2 pont
A 2010 -es alapu logaritmusfiiggvény szigoran monoton nd, mert alapja
1-nél nagyobb, ezért a megoldando egyenldtlenség egyenértékii a
2010
log B (x— M) >1
2009
egyenldtlenséggel.
Ez azt is jelenti, hogy az elsé logaritmus is értelmezett, hiszen
argumentuma nagyobb 1-nél, azaz pozitiv. 2 pont
1 . 1 , . . . . ,
A 0< 5009 <1 miatt az 5009 alapt logaritmus fiiggvény szigortian
monoton csokken, ezért
2009 2009

innen pedig



2011
X<——.
2009

Az értelmezési tartomany figyelembe vételével az egyenldtlenség
megoldasa:

2010 2011

—<x<—.

2009 2009

Ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért a }@ %[ intervallum

2009 2009
minden valos értéke kielégiti az egyenldtlenséget.

Osszesen:

2 pont

2 pont

1 pont

10 pont



2. Az ABC haromszog A4 csucsbol induld belsd szogfelezdéje a K pontban
metszi a BC oldalt. Az 4BK haromszog beliilirt korének és az ABC
haromszog koriilirt korének a kozéppontja egybeesik.

Mekkorak az 4BC haromszog szogei?

Megoldas:

jeloléseink az 1. dbran lathatok
C

1. &bra 1 pont

Az ABK haromszog belilirt korének O kozéppontja az ABK
haromszog belsé pontja, de akkor az O pont belsé pontja az 4ABC
haromszognek 1s. A feltételek szerint O az ABC haromszog kortilirt
korének kozéppontjaval azonos, ha pedig ez a pont az A4BC

haromszog belsd pontja, akkor az 4ABC haromszdg csak hegyesszogii
lehet. I pont

Az O pont az ABC haromszog koriilirt korének kdzéppontja, ezért
(1) 04=0B=0C=R.

Legyen O4BZ =« !
Az 04B haromszog egyenld szart (1) miatt, ezért
OBAZ =0ABZ =« . 1 pont

Mivel az O az 4BK héaromszog beirt korének kozéppontja, ezért az
04 és OB szakaszok az 4BK haromszdgben belsd szogfelezok,
vagyis

OAK/ =O0AB/ =,
valamint



OBK/ =0BAZ =« 1 pont

Az OCB haromszdg is egyenld szaru (1) miatt, ezért
OBC/ =O0CB/,
de
OBC/ =0BK/ =«
igy
OBC/Z=a €s OCBZ =a. 1 pont

A feladat feltétele szerint az ABC haromszégben 4K belsd
szogfelezd, ebbdl az kovetkezik, hogy
BAK/ = CAK /,
de mivel
BAK/ =OABZ +OAK/ =a + «
ezeért
BAK/ =CAKZ =2« . 1 pont

Az 0AC haromszogben
OACL =0AKZL+CAKZ =a+2a =3a,
ugyanakkor az 0O4C haromszog egyenld szart (1) miatt, ezért

OACL=0CAZL =3«

1 pont
Mindezekbdl az kovetkezik, hogy az 4ABC haromszdg belsd szogeinek
0sszege:
CAB/ + ABCZ + BCAZ = 2a +a+a)+(a+a)+(a +3a)=10a. 1 pont
Mivel
10a =180°,
ezeért
a=18°, 1 pont
¢s igy az ABC haromszog belsd szogei
CABZ =72°, ABCL=36°, BCAL="T72°. 1 pont
Osszesen: 10 pont



3. Mutassa meg, hogy ha az »n,m természetes szdmokra
fln+m)=fln)+ f(m)+1 & f(1)=2
teljestil, akkor az
£ £2); 1635 £(n)
szdmok szamtani sorozatot alkotnak!

Szamitsa ki a szdmtani sorozat elsd 2010 tagjanak 0sszegét!

Megoldas:

A feltételek szerint

(1) f@)=r+1)= 1)+ f1)+1=5
(2) fB)=r@+1)=f(2)+r)+1=8.

(1)-b61 &s (2)-bdl kaphatjuk, hogy
f@)-1(1)=3,¢s f(3)-1(2)=3.
Ebbdl sejthetjiik, hogy £(1); £(2); £(3);...; f(n) egy 3 differenciaja
szdmtani sorozatot alkot.
Legyen n 1-nél nagyobb egész szam, ekkor n—1 pozitiv egész.
Az £(2); f(3);...; f(n) szamok sorozatanak n-edik tagja:
f(n)= fln-1)+1].

Az f(n+m)=f(n)+ f(m)+1 feltétel szerint

(3) S)=1ln=1)+ £ () +1,
és mivel f(1)=2, ezért a (3) Osszefliggésbol:

(4) S(n)=fn-1)=3.

(4) szerint az £(1); f(2); f(3);...; f(n) szamsorozatban a masodik tagtol

1" pont

1 pont

17 pont

1 pont

1 pont



kezdve barmelyik tagbol a sorozat megeldz6 tagjat kivonva mindig 3 -at

kapunk. Ez éppen azt jelenti, hogy az £(1); £(2); f(3);...; f(n) szamok

egy szamtani sorozat egymas utani tagjai, a szamtani sorozat differencidja

pedig d =3.

A d =3 kiilonbségli szdmtani sorozat elsd tagja

r)=2,
ezért a szamtani sorozatok elsé » tagjanak Osszegére vonatkozo
2-a,+(n-1)-d ;

S, =
2

képlet alapjan

)+ f(2)+f(3)+...+f(2010)=%-2010,
azaz

FO)+ £2)+ £(3)+...+ £(2010) = 6061155 .

Osszesen:

Megjegyzés:

1. ha a versenyzd csak konkrét esetekben vizsgalja a feladatot (jol),
akkor csak a pontokat kaphatja meg.

2. ha konkrét esetet nem vizsgal (egyébként jo), akkor az els6 1"
pontot nem kapja meg, hanem 1 pontja helyett 2 pontot kap.

2" pont

3 pont
10 pont



4. Oldja meg az
|x—4y+1|+|y—3x—2|+|x+y+2|+|x+2y+3 =4

egyenletet,ha xeZ és ye Z!

Megoldas:

Tudjuk, hogy tetszdleges ,,a”” valds szamra
|a| za,
tovabba egyenldség akkor és csak akkor all fenn, ha a > 0. 1 pont
Ezért az egyenletiink bal oldala nem lehet kisebb, mint az egyes
abszolutérték jelek kozti kifejezések Gsszege, ami
B :(x—4y+1)+(y—3x—2)+(x+y+2)+(x+2y+3),
(1) B=4. I pont
Mivel a jobb oldal is 4, ezért csak akkor egyenldek az oldalak, ha
mindegyik abszolutérték jelben nem negativ szam 4ll, azaz

(2/a) x—4y+1>0,¢és
(2/b) y-3x-2>0,¢s
(2/¢c) x+y+2>0,¢€s
(2/d) x+2y+320. 1 pont

A(2/a) és (2/b) egyenldtlenségekbdl a kdvetkezohoz jutunk:

3x+2<y< x_—l—l
4
Ebbdl pedig
lx<-7,
illetve
X< ——

11
kovetkezik, amelybdl, figyelembe véve, hogy x e Z, azt kapjuk, hogy

3) x<-1. 1 pont
Ehhez hasonldan a (2/a) és a (2/¢) egyenl6tlenségekbdl:
x+1
—x-2<y<T—
X y 4’

ahonnan

5x>2-9,

x2—2.

5

Itt 1s figyelembe vessziik, hogy x e Z, és igy a kovetkezd eredményre



jutunk:
4) x>-1.

(3) és (4) Osszevetesébdl adodik, hogy
x=-1,
amit behelyettesitve a
x+1
4

—x—2£y£xT+1 vagya 3x+2<y<

egyenldtlenségekbe
y=-1,8s y=0
kovetkezik (mivel y e Z).

Ez eleget tesz a 2/d-nek is, ugyanis

-1+(-2)+3=0,
-1+0+3>0.
Az egyenletnek tehat két megoldasa van, mégpedig az
x=-Ly=0,
€s az
x=-lLy=-1
szampar.

Atalakitasaink ekvivalensek voltak, ezért a kapott szamparok az eredeti
egyenletnek 1s megoldasai.

Osszesen:

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

10 pont



5. Egy 12 oldalu konvex sokszog belsejében 1000 pontot helyeztiink el ugy,
hogy az 1012 pont koziil (beleértve a sokszog cstcsait is) semelyik harom
nem illeszkedik egy egyenesre.

Maximalisan hany olyan haromszoget készithetiink, amelynek mindharom
csucsa az 1012 pont koziil keriil ki?

1. Megoldas:

A feladatban szerepld 1012 pont koziil semelyik hdrom nem esik egy
egyenesre, ezért kozilik barmelyik harom pontot kivalasztva
haromszoget kapunk. 3 pont
Ha figyelembe vessziik a pontok kivalasztasanak sorrendjét, akkor az elsd
kivalasztott pont az 1012 pont barmelyike lehet, a masodikat mar csak

1011 pontbdl valaszthatjuk, végiil a harmadik pont a maradék 1010 pont

koziil barmelyik lehet. Hairom pont ilyen médon valé kivalasztasa ezért

(1) 1012-1011-1010 =1033363320
modon torténhet. 2 pont

Nyilvanvalé azonban, hogy ugyanazon hidrom pont barmely sorrendben
torténd kivalasztadsa ugyanazt a hdromszoget adja. 2 pont

Ugyanazon hdrom pont hatféle sorrendben valaszthatdo ki, ezért a
haromszogek szamanak megallapitdsahoz az (1) alatti szdmot osztanunk

kell 6-tal. 1 pont
1033363320 172227220
1 pont
A feltételeknek megfelel6 1012 pont koziil tehdt maximalisan
172227220 darab haromszoget készithetiink. 1 pont
Osszesen:
10 pont




2. Megoldas:

A feladatban szerepld 1012 pont koziil semelyik hdrom nem esik egy
egyenesre, ezért kozilik barmelyik harom pontot kivalasztva
haromszoget kapunk.

A kérdéses haromszogek szdma megegyezik egy 1012 kiilonb6zo
elembdl 4ll6 halmaz Osszes harmadosztalya ismétlés nélkiili
kombindcidinak szdmaval, ezért a feladatban szereplé haromszogek
maximalis szdma:

1012 1012!
1 ( ):—.
(1) 3 31.1009!

Mivel 1012!=1009!-1010-1011-1012, ¢és 3!'=1.2-3, ezért (1)-bol az
kovetkezik, hogy

1012 1010-1011-1012
2 (o) e
@) 3 1.2.3

A (2) alatt szerepld tortet egyszertisitve és a szorzasi miveleteket
elvégezve azt kapjuk, hogy

3) (1031 2) ~172227220.

A feltételeknek megfelelé 1012 pont koziil tehat maximalisan 172227220
darab haromszoget készithetiink.

Osszesen:

3 pont

2 pont

2 pont

2 pont

1 pont

10 pont
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