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MATEMATIKA, III. kategéria
A donts feladatai
a gimnaziumok specialis matematikai osztalyainak tanul6i részére

. Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan derékszogi haromszog van, amely-
ben az oldalhosszak relativ prim egész szamok, és az atfogd hosszabol
barmelyik befogé hosszat levonva egy-egy kobszamot kapunk.

. Az ABC héaromszog szogei w/7, 2w /7, 47 /7. A haromszog szogfelezsi a
szemkozti oldalakat az A1, By, C; pontokban metszik. Mutassuk meg,
hogy az A1B1C7 haromszog egyenls szari.

. Egy k élhossziisagi kocka harom egy cstucsba futé lapjat teljesen le
akarjuk ragasztani k? darab 3 x 1 méretii cimkével. Milyen k-ra lehet
ezt megtenni?
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MATEMATIKA, III. kategéria

a gimnaziumok specialis matematikai osztalyainak tanul6i részére
A donté feladatainak megoldasai

1. feladat.

Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan derékszogti haromszog van, amelyben az oldalhosszak
relativ prim egész szamok, és az atfogo hosszabol barmelyik befogo hosszat levonva egy-egy
kobszamot kapunk.

Els6 megoldas: Legyen a befogok, illetve az atfogd hossza rendre a, b, illetve c. Az
a? + b? = 2 bsszefiiggést atrendezve b?> = (¢ — a)(c + a) adodik. Legyen pl. c —a = 1, ez
kobszam. Ekkor b? = 2a + 1, azaz a = (b% — 1)/2, és igy

Irjuk fel (b — 1)-et 2%t alakban, ahol ¢ paratlan. Ekkor

(b _21)2 — 22k—1t2

pontosan akkor kébszam, ha t kobszam és 3 | 2k—1. Megfelel pl. k = 2 és t = u? tetszdleges
(paratlan) u-val, ekkor b =4u3 +1,a= (b* —1)/2 =8u’ +4u, c=a+1 = 8u’ +4u® +1
kielégiti a feltételeket.

Masodik megoldas: Az el6z6 megoldas jeloléseit és a pitagoraszi szamharmasok alap-
megoldasaira vonatkozé képletet hasznalva legyen a = 2mn, b = m? — n?, ¢ = m? 4+ n?,
ahol m > n kiilonb&z6 paritast relativ prim egészek. Ekkor ¢ —a = (m —n)?, c — b = 2n?,
ezeknek kell kobszamoknak lenniiik. Ez teljesiil pl. ha m —n = 1 és n = 203, tet-
sz6leges v-vel. [Ekkor a = 2 - 203(203 + 1) = 800 + 403, b = (203 +1)% — 405 = 403 + 1,
c=4v3 + (203 + 1) = 800 + 403 + 1]

Megjegyzés: Mindkét megoldés tgy is végigvihets, ha ¢ — a, illetve m — n értékét nem
1-nek, hanem tetsz6leges kobszdmnak vélasztjuk, csak a szamolas lesz bonyolultabb.

2. feladat.
Az ABC héaromszog szogei /7, 2w /7, 4w /7. A haromszog szigfelez6i a szemkozti oldalakat
az Ay, By, C7 pontokban metszik. Mutassuk meg, hogy az A;B;C; haromszog egyenls
szara.
Els6 megoldas: Az AA,, BB, és CCy szogfelezd induljon rendre a 7/7, 27/7, illetve 47 /7
nagysagu sz0g cstcsabol. Bebizonyitjuk, hogy az A1 C1 B haromszog és a B1C1C hiromszog
egybevago. EbbdSl A1C; = B1C kivetkezik, azaz az A1 B1C; haromszég valoban egyenld
szar.

Belatjuk, hogy C1B = C;C, A1B = B1C, és A{BC<t = B1CC1 <, ez elegendd a két
haromszog egybevagosagihoz.
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A BCC; haromszogben B-nél is és C-nél is 27 /7 nagysagu szog van, ezért a veliik
szemkozti oldalak is egyenl6k, azaz C1C' = C1B. Az A1 BC1 sz6g és a B1CCy szog egyenld,
hiszen mindkett§ 27 /7 nagysagu.

Azt kell tehat mar csak megmutatnunk, hogy A1 B = B, C'. Tekintsiik az ABC harom-
szOg koré irt kort. A keriileti szogek tétele folytan a haromszog csticsai egy a koriilirt korbe
irt szabalyos hétszog csticsai koziil keriilnek ki. A B-bdl és C-bdl induléd szogfelezs egye-
nesek a kort a hétszog egy-egy tovabbi cstcsaban, Bs-ben, illetve Cs-ben metszik. Az
ABC By hartrapéz szimmetriatengelyére By is és Cy is illeszkedik, ezért B1CoC'<t = 7/14.

Tekintsiik végiil az ABA; és a CoC' By haromszoget. Az AB és a CyC oldal egyenld,
hiszen mindkett6 a hétszog egy-egy hosszabb &tloja. Az ezen az oldalon fekvs szogek a
két haromszogben szintén egyenlk, mégpedig A1 BA< = B1CCe<t = 27/7, és BAA1< =
CCyBy<t = w/14. A két haromszig tehat egybevago, ahonnan A1 B = B C kovetkezik.

Masodik megoldas: Betiizziik a csiicsokat és a szogfelezGket az els6 megoldas szerint,
legyen O a szogfelez6k metszéspontja, legyen o az A-nal levs szog, ekkor B-nél 2a, C-nél

4o 87208 van.
C
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A szogfelezGknek egymassal és az oldalakkal alkotott szogei konnyen kifejezhetk az
abran talalhato haromszogek szogosszegét felhasznalva:

OBlC<I = 2(1/,
OACa=A0C« = ga,
OC1B<« = C10B<« = 3a.

Igy az alapon fekvé szogek egyenldsége folytan a C B;O haromszog és az OA,C haromszog
egyenl§ szari. Legyen a B1O = OC = CA; szakaszok hossza egységnyi.

A BCO héaromszog szogei «,2a és 4o, igy a szinusztétel és a kétszeres szogekre
vonatkozo Osszefiiggés segitségével OB = sin2a/sina = 2cosa és BC = 4 cos acos2a,
ahonnan A1 B = 4 cosa cos2a — 1 adodik.

Az OC1B, BCC, és ABB; haromszogek is egyenl§ szariak, ezért

CiB=0B = 2cosa,
CC; =C1B =2cosa,
AB1 = B1O+ OB =1+ 2cosa.

Az AC,C haromszog szogei is «, 2a (és 4a), igy a szinusztételbdl ott is AC; =
C1C-2cosa = 4cos? a. Az igy kapott eredményekkel az AC, B, haromszdgbdl és a BA;C,
haromszogbdl a koszinusztétel segitségével kifejezheté a B1Ch, illetve az A,C szakasz
négyzete:

B1C} = (2cosa +1)? + (4cos® a)* — 2(2cosa + 1)(4cos? a) cosa =
=4cosa+4cosa+ 1+ 16cos* o« — 16 cos* o — 8cos® o =
= —8cos’a+4cos®’a+4cosa+1,
A1C? = (4cosacos2a — 1) + (2cosa)? — 2(4 cos arcos 2o — 1)(2 cos a) cos 2a =
= 16 cos® a cos® 2oc — 8 cos avcos 2 + 1 + 4 cos® o — 16 cos? o cos? 2a+
+ 4 cosacos2a =
=4cos’a—4cosacos2a+ 1 =
=4cos’a—4cosa(2cos?a—1)+1=

= —8cos’a+4cos’a+4cosa+1.

Ugyanazt a kifejezést kaptuk, tehat B;C7; = A1C1.

Harmadik megoldas: Tiikrozziik a B; pontot a CC, szogfelezére, igy a BC oldal By’
pontjahoz jutunk. Belatjuk, hogy A, és By’ a BC szakasz felez6pontjara szimmetrikusan
helyezkedik el. Miutan a BC' szakasz a BC'C; egyenl§ szart hiromszog alapja, ebbdl méar
kovetkezik, hogy C1 4, = C1 By’ = C,1 B;.

Azt kell belatnunk, hogy CA; = B;'B, vagy ami ezzel egyenértékii, hogy

CA, +CB; = BC.
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A C, B
Jeloljiik a-val, b-vel és c-vel a haromszog oldalait, és a szogfelezdtétel segitségével fejezziik
ki a szoban forgd szakaszok hosszat:

b a
b+c~a, CBl—

CA; =

a—l—c'

Azt akarjuk tehat bebizonyitani, hogy

b a

azaz atrendezve

A c B a E

Az ABC haromszog szogeit ismét a-val, 2a-val és 4a-val jelolve illessziik a BC' oldal-
hoz az abra szerint kifelé az egyenls szart CBD és EC' B haromszogeket, amelyek szogei
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rendre 3o, 3a és a, illetve a, a és dba. Ekkor D és E az oldalak meghosszabbitésaira es-
nek, tovabba AEC és DAB hasonl6 egyenls szart haromszogek. A szar és az alap aranyat
ebben a két haromszogben felirva éppen a (x) formulahoz jutunk.

Megjegyzés: A (x) Osszefiiggeés bizonyitasahoz felhasznalhatjuk az elsé megoldasbeli szaba-
lyos hétszoget is. A csticsok koziil négyet alkalmasan kivalasztva olyan hurnégyszogekhez
jutunk, amelynek oldalai és 4tloi is a, b, vagy c hosszisaguak:

T

Ezekre a htrnégyszogekre Ptolemaiosz tételét alkalmazva az ab+b? = ¢2, illetve az ab+ac =
be Osszefiiggéseket kapjuk. Ezek egybevetésével atrendezés utan a (x) formula adodik.

3. feladat.
Egy k élhosszusagu kocka harom egy cstucsba futé lapjat teljesen le akarjuk ragasztani
k? darab 3 x 1 méreti cimkével. Milyen k-ra lehet ezt megtenni?

Megoldas: A harom négyzetlap mindegyikét osszuk fel a k x k& mérett négyzetraccsal.
A cimkék Osszteriilete egyenld a lefedendd teriilettel. Ezért ha a leragasztas lehetséges,
akkor a cimkék kozott nem keletkezhet atfedés, és a szélsé cimkéknek illeszkedniiik kell
a lefedend6 teriilet hatarahoz. Igy a sarkok felgl befelé haladva lathato, hogy mindegyik
cimkének a négyzetfelosztashoz kell illeszkednie.

Ha k oszthato 3-mal, akkor a lefedés kézenfekvé modon megvaldsithato. Bebizonyit-
juk, hogy 3-mal nem oszthato k-ra ez lehetetlen.

Irjunk szamokat egy 3 x 3-as négyzet kilenc mezsjébe az abran lathato modon:

1(-2|1
-2 4|2
1 -21

Barmelyik sorban és barmelyik oszlopban a szamok 0Osszege 0. S6t, a tablazatnak ez
a tulajdonsiga ,folytatdlagosan” is érvényben van, azaz ha a sikbeli négyzetracsot ilyen
3 x 3-as négyzetekkel toltjiik ki, akkor barmelyik akar vizszintes, akar fligg6leges 3 x 1-es
racstéglalapban 0 a szadmok 0sszege.

A kocka harom lapjan levé 3k? mezébe irjuk a fenti szamokat olyan mdédon, hogy
mindharom lapon a kozos cstucstol kezdjiik a 3 x 3-as tablazatok elhelyezését. (Ha k nem
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oszthatd 3-mal, akkor a széls6 tablazatok ,lelognak”, és ezeknek csak egy részét hasznaljuk
fol.) Az abra a k = 5 esetet mutatja.

Ha egy 3 x 1 méreti cimkével lefediink harom mez&ét a kocka harom lapjabol, akkor
e harom mez6ben a szamok 0Osszege 0 (akkor is, ha a cimke atnyulik az egyik laprol a
masikra). Ezért ha a harom lapot teljesen leragasztottuk ilyen cimkékkel, akkor az Gsszes
felhasznalt szdm Osszegének O-nak kell lennie. Konnyen lathato viszont, hogy a szamok
Osszege csak akkor 0, ha k oszthatdé 3-mal. Ha ugyanis k& = 3t 4+ 1, akkor egy lapon a
k6z0s cstucstol szamitott (3t) x (3t) méretii négyzetben, valamint mellette a kétszer ¢ darab
3 X 1-es részen 0 az Osszeg, és csak a kozos csiicstol legtavolabbi mez6 marad ki, ahova
1-est irtunk, igy a harom lapon az 0sszeg 3. Hasonl6an, ha k = 3t + 2, akkor egy 2 X 2-es
négyzet marad ki, amelynek elemei 1, —2, —2, 4, ezek Gsszege itt is 1, vagyis a harom lapon
a teljes Osszeg most is 3.

Megjegyzések: (1) Ha a lapok k6z0s csuicsaban talalkoz6 harom mezébe 1-est irunk, és
a harom lap mezdit Ggy akarjuk szamokkal kitolteni, hogy barmely cimke alatt 0 legyen
az Osszeg, akkor a kitoltést szomszédrol szomszédra haladva egyértelmten lehet folytatni,
azaz csak a fent leirt modon helyezhetjiik el a szamokat.

(2) Eszrevehetjiik, hogy a mezékbe irt szamoknak csak a paritasa lényeges a feladat szem-
pontjabol. Szinezziik feketére azokat a mezGket, ahol 1-es all, a tobbit hagyjuk fehéren.
Ekkor barmelyik cimke vagy 0, vagy 2 fekete mezGt takar le, ezért ha sikeriilt a cimkékkel a
harom lapot lefedni, akkor 6sszesen paros sok fekete mezének kellett szerepelnie. A fekete
mezGk szama pedig pontosan akkor paros, ha k£ oszthato 3-mal.



