Oktatasi Hivatal

Az 1. fordul feladatainak megoldasa (Szakkozépiskola)

1. Melyek azok az m € Z szamok, amelyekre az
On—2)x2—2mx—1:0
egyenletnek legfeljebb egy, az
m-x> +3mx—4=0

egyenletnek legalabb egy valos gyoke van?
Megoldas

a) Ham =2, akkor az
(m—2)-x* —2mx—1=0
egyenlet elséfoku, és m =2 behelyettesitésével
—4x-1=0,
azaz
1

X, =—=.
4

Ekkor teljesiil az a feltétel, hogy az (m—2)-x* —2mx—-1=0 egyenletnek

legfeljebb egy valos gyoke van.

Az m=2 érték mellett az m-x* +3mx—4 =0 egyenletbdl behelyettesités
¢€s egyszerlsités utan

x*+3x-2=0
adodik, ennek az egyenletnek két valos megoldasa van, mégpedig
—3+417 ~3-417
X, =—"T—"€C8 Xy =—7T—7.
2 2
Teljesiil tehat az a feltétel is, hogy az m-x* +3mx—4=0 egyenletnek 1
, . .. pont
legalabb egy valos gyoke van.
Ebbdl kovetkezik, hogy m =2 a feladat egyik megoldasa. 1 pont
b) Ha m=#2, de m=0, akkor ennek behelyettesitésekor az
m-x* +3mx—-4=0 egyenletben a két oldal nem egyenld, ezért m nem
lehet 0. Ez azt is jelenti, hogy az m-x*>+3mx—-4=0 egyenlet csak
masodfoku lehet. 1 pont
Teljesiilnie kell annak a feltételnek, hogy az m-x*+3mx—4=0
masodfoku egyenletnek legalabb egy valos gyoke legyen. Ez pontosan
akkor all fenn, ha az egyenlet diszkrimindnsa nem negativ, azaz
(1) 9m® +16m>0. 1 pont

A 9m® +16m =0 egyenlet gyokei

m1=—3 ¢és m, =0,



igy figyelembe véve azt is, hogy a fentiek szerint m=#0, az
(1) egyenldtlenség megoldasai a

szamhalmazba tartozo6 egész szadmok. 1 pont
Ha m =2, akkor az (m—2)-x* —2mx —1=0 masodfoku egyenletnek

pontosan akkor lesz legfeljebb egy valds gyoke, ha a diszkrimindnsa
nem pozitiv, azaz, ha
4m* +4-(m—-2)<0,
amelybdl rendezés utan
(2) m’ +m—-2<0
kovetkezik.
Az m*> +m-2=0 egyenlet gyokei
my;=-2 ¢€s m, =1, I pont
ezért az m e Z feltétel figyelembe vételével a (2) egyenlStlenség
megoldasai a
[-21]
szamhalmazba tartozo egész szamok. 1 pont

Az (1) és (2) k6zos megoldasa a Z halmazon:

m=-2, m=1. 1 pont
Ha m=-2 , akkor az (m—2)-x* —2mx—1=0egyenletbdl a
4x —4x+1=0

egyenletet kapjuk, amelynek egyetlen gyoke x = % ;

az m-x* +3mx—4=0 egyenletbdl pedig
x*+3x+2=0

adodik, amelynek megoldasai x=-1és x=-2.

A feladat feltétele tehat mindkét egyenletre teljestil.

Masrészt, ha m =1, akkor az (m—2)-x*> —2mx—-1=0 egyenletbdl az
x*+2x+1=0

egyenlethez jutunk. Ennek csak az x = -1 valds szdm a megoldasa;

az m-x’ +3mx—4=0 egyenletbdl pedig az

x*+3x-4=0
egyenletet kapjuk, amelynek gyokei x=—4 és x=1,
vagyis a feladat kovetelménye az m =1 egész szdmra is teljesiil. 1 pont

A feladat 6sszes megoldasat tehat az m=-2, m=1, m=2 egész
szamok adjak. 1 pont

Osszesen: 10 pont



2. Egy derékszogu haromszog atfogojat a beirt kor érintési pontja két szakaszra
osztja.
Bizonyitsa be, hogy a haromszog teriiletének szamértéke egyenlo ezen két
szakasz hosszanak a szorzataval!

1. Megoldas

Jeloléseink a kovetkezok:

1. abra

BC=a,CA=b, AB=c ;

KD=KE=KF =r;

AF =x ,BF =c—x.
Ezekkel a jelolésekkel azt kell bizonyitanunk, hogy

T e = AF - BF

Tope =x-(c—x). 1 pont
A korhoz egy kiils6 pontbdl huzott érintdszakaszok hossza egyenld,
ezeért

(1) CE=CD,
tovabba
AE = AF =x €S BD=BF =c—x,
valamint,
CE=b-AE=b—-x,
CD=a-BD=a—-(c—x),

2 pont
¢s (1) miatt
b-x=a—(c—x),
amibdl kapjuk, hogy
b+c—a
2 -

@) o trese,

€s
a+c—>b
(3) ¢-x=—p - 2 pont



(2) és (3) szerint
AF - BF :x~(c—x)=

b+c—a_a+c—b=c+(b—a).c—(b—a) 1 pont
2 2 2 2
Elvégezve a miiveleteket, azt kapjuk, hogy

2 2 32

4) x-(c—x)zc a ZZab b - 1 pont
Az ABC derékszogli haromszogre érvényes Pitagorasz-tétel miatt
¢’ —a’-b* =0, ezért a (4) Osszefiiggés azzal egyenértékil, hogy

a-b

() x-(e=x)==. 1 pont
Mivel a BC =a €s CA=b befogdju, deré¢kszogli haromszog teriilete
a—;), ezért (5) pontosan azt jelenti, hogy

T pc =x-(c—x),
ezzel a feladat allitasat igazoltuk.
2 pont

Osszesen: 10 pont

. Megoldas:
Az 1. megoldas abrajat hasznaljuk.

A CEKD négyszdg négyzet, mert EK = KD és a szogek 90°-osak, ezért

CE=CD-=r. ]pont
Ebbdl, valamint a kiilsé pontbdl korhoz huzott érinték egyenldségébol
kovetkezik, hogy:

(1) AE = AF =b—r,
illetve
(2) BD=BF =a-r. lpont
Ugyanakkor
AF + BF =c,
¢és ezeért
a+b-2r=c,
ahonnan
3) a+b=c+2r. 1 pont

Tekintsiik most az a + b kifejezés négyzetét!

(3) alapjan ez
(a+b)* =(c+2r)".



Elvégezve a milveleteket:
(4) a’+b* +2ab=c +4r’ +4rc. 1 pont

Mivel a Pitagorasz-tétel miatt a* +b> =, ezért (4)-bdl kdvetkezden:

(%) aT'b:r-(r+c). 1 pont

Az a és b befogdju deré¢kszogli haromszog teriilete éppen aT'b, igy

elegendd azt bizonyitani, hogy az AF ¢és BF szakaszok hosszanak
szorzata r-(r+c). 1 pont

Az AF ¢és BF szakaszok hosszanak szorzata (1) ¢és (2)
felhasznaldsaval:
(6) AF -BF =(b—r)-(a—r).

(6) jobb oldalén elvégezve a miiveleteket
AF -BF =a-b-b-r—a-r+r°,
atalakitva:

(7) AF -BF =a-b-r-(a+b-r). 2 pont

Helyettesitsiik (7) jobb oldalan az a+b—-r helyére a (3)-bdl kdvetkezd
a+b-r=r+c 0sszefliggést!
Eszerint
AF -BF =a-b—-r-(r+c),
illetve (5) miatt
AF -BF =2-r-(r+c)—r-(r+c),
vagyis
AF -BF =r-(r+c¢),
ez pedig a fentiek szerint a bizonyitand¢ allitassal ekvivalens. 2 pont
Osszesen: 10 pont



3. Melyik az a 10-es szamrendszerben felirt, xyzu alaki négyjegyti szam,

amelynek szamjegyeire teljesiilnek az
u+z—4x=1 ¢és
u+10z-2y =14

feltételek?

Megoldas
Az xyzu sz&m négyjegyl, ezért x =0, tovabba mivel az x;y;z;u egész
szamok a tizes szamrendszer szamjegyei, ezért felirhatjuk a kovetkezo
kettds egyenldtlenségeket:

(1) 0 <x<9, 0<y<9, 0<z<9, 0<u<9. 1 pont

Az u+z-4x=1 egyenletbdl kovetkezik, hogy
u+z=4x+1,
de (1) alapjan u +z értéke legfeljebb 18 lehet, azaz

) 4x+1<18.
A (2) egyenldtlenségbdl x lehetséges értékei: 1, 2, 3, 4. 1 pont

Az u+10z-2y =14 egyenlet szerint
u+10z=2y+14,
de ugyancsak (1) miatt

2y +14<32,
€s ezeért
(3) u+10z<32.
A (3)-bol kovetkezden z lehetséges értékei: 0, 1, 2, 3. 1 pont

A tovédbbiakban z és x lehetséges értékei szerint vizsgaljuk a
megoldasi lehetdségeket.

a) ha z =0, akkor a megadott egyenletekbdl
u=4x+1,
€s u=2y+14.
A két egyenlet ellentmondd, mert az elsébdl u paratlan, a masodikbol
paros, tehat z = 0-ra nincs megoldas. 1 pont

b) ha z =1, akkor ugyancsak a megadott egyenletekbdl
4) u=4x,
®)) ¢S u=2y+4.



De tudjuk, hogy 1< x <4, amibdl itt csak x =1, vagy x =2 johet szdba
(mert u <9).

b;) ha x=1, akkor (4)-b0l u =4, és (5)-bdl y=0.

b,) ha x =2, akkor (4)-bol u =8, és (5)-bdl y=2.

2 pont
c) ha z =2, akkor
u=4x-1,
€S u=2y-6.
Itt ugyanazért nincs megoldas, mint az a) esetben. 1 pont
d) ha z =3, akkor
(6) u=4x-2,
(7) €s u=2y-16.
Mivel 1<x<4,ezért x=1, x=2 johet szoba. (hiszen u <9)
d;) ha x=1, akkor (6)-bol u =2, és (7)-bdl y=9.
d;) ha x =2, akkor (6)-bol u =6, €s (7)-bdl y =11, ami
nem jo, mert ellentmond (1)-nek. 2 pont
Igy a feladatnak harom megoldasa van:
b;) —bdl 1014,
b,) — bol 2218,
d;) —bdl 1932. ) 1 pont
. ’ Osszesen: 10 pont
Megjegyzes:
a) €s ¢) szamolassal valdé megoldéasa esetén is megkapja a versenyz0 az
1+ 1 pontot.
Ekkor
X y z u
9
1 ~3 0 5
5
2 =3 0 9
9
1 > 2 3
13
2 Y 2 7

Ezek nem megoldasok, mert egyik y sem egész.



4. Az ABC hegyesszogii haromszog M magassagpontja a CC,
magassagvonalon ugy helyezkedik el, hogy CM : MC, =3:1. (C, a magassag
talppontja)

Mekkora az AFB/,ha F a CC, szakasz felezopontja?

1. Megoldas

1

2. ébra
D pont a C,B szakasz felezOpontjat jeloli.
1 pont
Mivel a CC, szakasz felezépontja F, a C,B szakasz felezdpontja D,
ezért a BCC, haromszog egyik kdzépvonala FD.
A kozépvonal tulajdonsaga miatt ez azt is jelenti, hogy FD|CB, vagyis I pont

az AM magassag egyenese L az FD egyenesre.

Az ADF haromszognek két magassaga FM és AM egyenese, azazaz 2 pont
M pont az ADF haromszdgnek is magassagpontja, ezért DM
egyenese L az AF egyenesére.

A CM :MC, =3:1 feltétel miatt az M pont az FC, szakasz felezGpontja, - pont
ezérta DM szakasz a BFC, haromszog kozépvonala, igy DM |BF .

Az elézbek szerint 2 pont
egyrészt DM egyenese | az AF szakasz egyenesére,
masrészt DM |BF ,

ez egyiittesen azt jelenti, hogy
BF 1 AF -re, azaz
AFB/ =90°. 2 pont
Osszesen 10 pont



2. Megoldas:
Helyezziik el az ABC haromszdget (alkalmasan valasztott) koordinata
rendszerben!

v

A(-a;0) ahol a e R* M (0;m) ahol me R"
B(b,0) ahol e R* F(0;2m) ahol me R”
C,(0;0) C(0;4m) ahol me R"
a) Elészor irjuk fel koordinatakkal az AM és CB vektorokat:
AM  (a;m),
CB (b;—4m).
Mivel A4M magassag, ezért AM merdleges a CB oldalra, azaz:
AM -CB =0.
Koordinatakkal:
(1) ab—4m* =0.

b) Ezutdn az AFB/ két szaran elhelyezkedé FA és FB vektorokat irjuk
fel koordinatakkal:

FA (~a;-2m),
FB (b;=2m).

Mivel AFB/nagysagat keressiik, ezért felirjuk F4 és FB skaléris
szorzatat koordinataikbol:

FA-FB=—ab+4m>.

2 pont

3 pont

3 pont



Ennek jobb oldala (1) miatt 0, azaz
FA-FB=0. 1 pont

Ez azt jelenti, hogy FA merbleges FB-re, tehat
AFBZ =90". 1 pont
Osszesen 10 pont
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5. Feladat

Palko uzsonnara palacsintat készitett baratainak. Az asztalon harom talon
van palacsinta. Az elson 8 darab turds, 6 darab dios, és 10 darab lekvaros
van, a masodikon 12 darab tarés, 10 darab dios, és 8 darab lekvaros, a
harmadikon 8 darab dids, 12 darab lekvaros és néhany taros.

a) Palko egyik baratja, Peti, véletlenszertiien vett mindegyik talrol egy-egy

palacsintat. Tudjuk, hogy a Peti altal valasztott harom palacsinta 2%

valosziniiséggel volt azonos izesitésii. Hany turos palacsinta volt a
harmadik talon?

b) A harmadik talon levo tards palacsintak szamatol fiiggéen milyen
hatarok kozt valtozhat annak a valosziniisége, hogy Peti harom azonos
izesitésii palacsintat vett ki? (Feltessziik, hogy a hazigazda csak a
harmadik talon 1évo turos palacsintak szamat valtoztatja.)

Megoldas

a) Legyen x a harmadik talon 1évd palacsintdk szdma! Az alébbi
tablazatban az egyes talakon 1év6 palacsintdk szamat foglaltuk 6ssze.

turds dids lekvaros | Gsszes
1. tal 8 6 10 24
2. tal 12 10 8 30
3. tal X 8 12 x+20

Annak valosziniisége, hogy Peti turds palacsintat vesz ki az elsé talbol

R=o,
24
annak valoszinlisége, hogy a masodik talbol vesz ki tirds palacsintat
12
2 30 9
annak valosziniisége, hogy a harmadik talbol vesz ki tur6s palacsintat
_ X
o420

1 pont

Az egyes talakbol torténd kivétek egymastol fliggetlen események,
ezért annak valosziniisége, hogy mindharom talrol tirdsat vesz ki

P,=HR-P-F,
8 12 X

4

Hasonl6éan adodik, hogy a 3 darab dids palacsinta valasztasanak

-11 -



valosziniisége:
) p-010 8

p=—-2". .
(3) 5724 30 x+20 1 pont

A tarés, dids illetve lekvaros palacsinta-hdrmasok kivalasztasai
egymast kizard események, igy az azonos izesitésiiek kivételének
valosziniisége:

P=P +PF +F,

azaz (1), (2) és (3) alapjan:
p.8 12 x 610 8 10 8 12
2430 x+20 24 30 x+20 24 30 x+20 1pont

Ebbdl rendezés utan kapjuk, hogy

2x+30
4 =,
¥ 15(x +20) 1* pont
A feltétel alapjan
P=>-012,
25
ezeért
2x+30 _
15(x+20)
amibol
x =30
kovetkezik, vagyis a harmadik tdlon a harmadik tdlon 30 darab taros
palacsinta volt. 1 pont
., . 2x+30 . . .
b) (4) alapjan tudjuk, hogy P=—-———. A jobboldalt atalakitva:
15(x +20)
2 2
(5) BEEE TN
(x+20) 1 pont

(5) jobb oldaldn egy nem negativ x-ekre monoton névekvo fiiggvényt

kaptunk. (grafikonja hiperbola) 1 t
pon

Nem zartuk ki azt az esetet sem, hogy a harmadik talon egyetlen tirds
palacsinta sem volt, ezért x legkisebb szdba johetd értéke
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18y 1 1 pont

f)min =T
10
14 14 . . 14 . 2 14 . 2 144
Tovabba minden pozitiv x-re P kisebb E—nel, hiszen E-bol egy

pozitiv szamot vonunk ki, vagyis
2 1 pont
P<—.
15
Tehat annak a valdszintisége, hogy Peti hdrom azonos izesitésli
palacsintat vett ki, a harmadik talon levd turds palacsintdk szamatol

fliggden az

1 2
6 —<P<=
( ) 10 < 15
egyenldtlenségeknek megfelelden valtozik.
Természetesen a P(x)= % — 3(%20) figgvény a (6) intervallumban
X
1 p t**
nem vesz fel minden valos értéket, hiszen xe N . 10 ggnt

Osszesen
Megjegyzés:

e ha a versenyz0 (4) rendezését a b) részben végzi el, akkor ott kapja
meg az (1*) pontot,

e ha a versenyzd x , =1-gyel szamol, akkor is teljes értékiinek kell
tekinteni a megoldasat, ekkor P, = %,

e ha a versenyzd a <, illetve < reldciojeleket nem jol hasznélja,
akkor az (1**) pontot nem kaphatja meg.

-13 -



6. Az ABC haromszog Bés C csucsainal fekvo belsé szogfelezok az AC illetve
AB oldalt a B, illetve C, pontokban metszik. Rajzoljuk meg az

A csucson keresztiil a Kiilso szogfelezo ¢ egyenest. A B, ponton at a CC,
szogfelezovel, a C, ponton at a BB, szogfelezOvel parhuzamos egyeneseket
hizunk, amelyek az ¢ egyenest a P illetve a O pontokban metszik.
Bizonyitsa be, hogy a BCOP négyszog csucsai egy koron helyezkednek el!

Megoldas

Jeloléseink az abran lathatok. (K a belsd szogtelezok metszéspontja)

3. 4dbra 1 pont

Elegendd bizonyitani, hogy a BCOP négyszdg két szemben fekvd

csucsanal levd belsé szogek Osszege 180°, mert ekkor a négyszog
hurnégyszdg, tehat csucsai egy koron vannak. 1 pont

A szokésos jeldlések szerint BAC/ =a, ABCZ=p €s ACBL=y.
Ezzel

CAQ4:90°—%,

hiszen az 4K bels0 és az A4Q kilsé szogfelezd egyenesek
merdlegesek egymasra. Mivel BB, bels6 szogfelezo, ezért

KBClézg,

-14 -



¢€s igy
OC, AL =

9

(SRRY

mert a feltételek szerint C,Q|BB, . 1 pont

Ezzel az AC,0 haromszogben a szogek 0sszegére felirhatjuk, hogy:

(1) AQC14+H90°—%)+a}+§:180°.
Az (1) Osszefiiggésbdl kapjuk, hogy
AQC, £ = 900—#,

és az a+ B+ y=180° miatt
a+pB=180°—y,
azaz
AQCIA:%. 1 pont

Ebbdl az kovetkezik, hogy a C és Q pontokbdl az AC, szakasz azonos
nagysagu szogben latszik, és mivel a két pont az 4B egyenesnek
ugyanazon az oldalan helyezkedik el, ezért a C és Q pont rajta van az

AC, szakasz folé rajzolt % sz0gl 1atoszogkoriven. Ez pedig azt jelenti,
hogy az AC,CO négyszdg cslcsal egy koron vannak, vagyis ez a
négyszog hurnégyszog. 1 pont
Hasonloképpen, mivel B P|CC,, és CC, felezi az ACB/=y szdget,
ezért
ABPs =L,
2

Ebbdl kovetkezden az 4PB, haromszdgben:

2) APBIL+H90° —%}+a}+%=180°,
ahonnan
APB, / = 900—“7”,
illetve az a + B+ y =180° szogosszegbdl adoddan
APB, Z = g 1 pont
s

Ezért a B ¢és P pontokbol az 4B, szakasz B nagysagu szogben
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latszik, és a két pont az 4C egyenesnek ugyanazon az oldalan van, igy

B

B ¢és P rajta van az 4B,szakasz f6lé rajzolt B sz0gl latoszogkoriven.

Ez pedig azt jelenti, hogy az AB,BP négyszog hurnégyszog. 1 pont

Meghatdrozzuk a BCQOP négyszog két szemben levd szogének
0sszeget.

Mar belattuk, hogy az AC,CQO négyszog hurnégyszog, ezért a koreé irt
korben

COC,/ =CAC/=a,
hiszen azonos korivhez tartoz6 keriileti szdgek. Ez pedig azzal
egyenértéki, hogy

(3) COA/=COP/ =a +§ . I pont
Azt is bizonyitottuk, hogy az 4B,BP négyszdg hurnégyszog, a kore irt
korben AB P/ = %, ez a kertiileti sz6g az AP hurhoz tartozik. Ebben a

korben ugyancsak az 4P hurhoz tartozik az 4BP~ kertileti szog, tehat
ABPz =L
2
Eszerint:

(4) CBP/ = ﬁ-i—% 1 pont

(3) és (4) alapjan a BCQP négyszog két szemben levd szogének
0sszege
CQPL+CBPL:(a+%)+(ﬂ+%):a+,8+7:180°.

Ez a hurnégyszogek tételének megforditasa alapjan pontosan azt

jelenti, hogy BCQOP hurnégyszog, vagyis a négyszog csucsai valoban

egy koron vannak.

Ezzel a feladat allitasat bizonyitottuk. 1 pont
Osszesen 10 pont
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