Oktatasi Hivatal

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
2009-2010. tanévi harmadik, dont6 fordulgjanak feladatmegoldasai
matematikabdl, a II. kategéria szamara

1. Az a, b és ¢ valés paraméterekre teljesiil, hogy 2a? + 2 + 3b + 6¢ = 0. Igazoljuk,
hogy a
(> +D)2® + bz +c=0

egyenletnek van egynél kisebb, pozitiv gyoke.

1. Megoldas: Az egyenletnek a diszkrimindnsa D = b? — 4(a? + 1)c. A feltételbél
adddik, hogy 2a% 4+ 2 = —3b — 6c, ezt a diszkrimindnssal osszevetve

D = b* +6cb + 12¢* = (b+ 3¢)* + 3%

A diszkriminédns két négyzet 6sszege. D = 0 csak akkor lehet, ha b = ¢ = 0, ekkor viszont
a feladatban megadott feltétel nem teljesiilhet. fgy a diszkriminans értéke pozitiv, azaz
két kiilonboz6 valds gyoke van az egyenletnek az a, b és ¢ paraméterek minden lehetéges
értéke esetén. 2 pont

Jelolje az egyenlet gyokeit x1 és xo. A feladatban szereplo feltételt elosztjuk a biztosan
pozitiv a? 4 1-gyel, majd a Viete formuldkat felhaszndlva kapjuk

3b c
2+a2+1+6a2+1 :2—3(1‘1+ZL‘2)+6(1’1I2):0

Ezt atalakitva 3z — 2 = 325(221 — 1). Ha 2y = %, akkor az utébbi egyenletiink 2 oldala
nem egyenld, tehat a tovabiakban x; #£ % Ekkor

3%1—2

(1) Ty = m

2 pont
Az egyenlet x5 gyoke pontosan akkor nem lesz egynél kisebb pozitiv szam, amennyiben
xo(z2 — 1) > 0. Ebbe a feltételbe beirjuk az (1)-bdl kapott kifejezést

3z, — 2 1 —3x;)
® el =0 = 35 3 )

A nevezében pozitiv szam all, a szamlalé akkor lesz nem negativ, ha % <z < %
Az eddigieket Gsszefoglalva megéllapithatjuk, hogy vagy =5 € (0; 1), amennyiben pedig
ez nem teljesiil, akkor 21 € [3; 3], igy a bizonyitdst befejeztiik. ) 3 pont
Osszesen: 7 pont



2. Megoldas: Tekintsiik a p(z) = (a* + 1)z? 4 bz + ¢ polinomot, ennek értékei a 0, 3
és 1 helyen
p(0) = ¢, p<;>:a22—1+2—1—c, p(l)=a*+1+b+ec 2 pont
A feladatban megadott feltételt ezek segitségével is felirhatjuk
0 =2a*>+ 2+ 3b+ 6¢ = p(0) + 4p (;) + p(1). 2 pont

Mivel a p(z) polinom mésodfokd, ezért p(0), p(3) és p(1) nem lehet mindhdrom 0.

Ekkor az imént kapott Osszefiiggésbol kovetkezik, hogy van koztiik pozitiv is és negativ

is. 2 pont
Mivel a polinom &ltal meghatarozott fiiggvény folytonos, ezért a polinom értéke a (0;1)
intervallumon beliil valahol 0. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Az ABCD tetraéderben AB = BC = (CA. Bizonyitsuk be, hogy amennyiben
DAB/ =DBC/ = DCA/, akkor DA= DB = DC.

Megoldas: Ha a DA, DB és DC kozt van két egyenld, akkor mindharom egyenld.
Legyen DA = DB, ekkor az ABD és BCD haromszogek egybevagoak, hiszen két-két
oldaluk és az altaluk kozrezért szog egyenlé (DA = DB, AB = BC és DAB/ = DBC/).
Ebbdl az kovetkezik, hogy DB = DC. 3 pont

D

A tovabbiakban felteheté, hogy DA < DB < DC| jeloljiik ezen szakaszok hosszat
rendre x < y < z-vel. Fektessiikk egymasra a D-nél taldlkoz6 lapokat az dbra szerint
ugy, hogy az ABD haromszog csucsai rendre EF P, BCD csucsai EFQ, CAD csucsai
EFR legyenek. Ekkor az F'PR haromszogben z = F'QQ a kozrefogd oldalak nagyobbikanal
kisebb lesz, z < max(x;y). Ez viszont ellentmond annak, hogy = < y < z. Feltevésiink
ellentmondashoz vezetett, igy DA = DB = DC. . 4 pont

Osszesen: 7 pont



3. Egy tarsas osszejovetelen n ember vett részt. A tarsasdg tagjai kozil idénként
letilt harom ember egy ultipartira. Hazamenetelkor megallapitottak, hogy barmely harom
ember legfeljebb egy partiban jatszott egyiitt és barmely két ember pontosan két partiban
vett részt egytitt.

Milyen n értékekre lehetséges ez, ha 3 <n < 9?7

Megoldas: A feladatot grafok segitségével oldjuk meg. Legyenek az emberek a graf
csicsal. Ha hdrom ember lejatszik egy partit, akkor hizzuk be a nekik megfeleld pon-
tok kozott futo éleket. Igy a feladat feltételei szerint az n pontu teljes graf éleit éppen
kétszeresen fedjiik haromszogekkel gy, hogy egy haromszog legfeljebb egyszer szerepel-
het.

Az n pont teljes grafnak éleit kétszer szamolva éppen n(n—1)-et kapunk, ennek 3-mal
oszthatonak kell lennie. Ebbdl kovetkezik, hogy n nem lehet 5 és 8. Minden tovabbi széba
joheté n értékre megadunk egy konstrukciot. 1 pont

Jelolje a tovabbiakban a graf csicsait az 1, 2, ..., n. Egy élet a két végpontjaval adunk
meg pl. (1;2), egy hdromszoget a harom csicsaval pl (1;3;4). Legyen n = 4, ekkor az élek
szamanak kétszerese 12, igy 4 haromszogre van sziikség. A négy lehetséges haromszog
éppen j6 lesz, hiszen az 1,2,3,4 szamok tetszéleges i, j, k, [l permutaciéja esetén az (i; j) él
éppen két haromszogben lesz benne, mégpedig az (i; j; k) és az (i; j; 1) hdromszogben.

1 pont

Az n = 6 esetén 30 az élek szaméanak kétszerese, tehdat 10 haromszog kell. Egy
lehetséges megoldés a kovetkezo:

(1;2;6) (2;3;6) (3;4
(1;2;4) (2;3;5) (3;4

Y

;6) (4;5;6) (5;1;6)
;5) (3;4;1) (45;2) (51;3)

A konstrukciét kénnyen ellendrizhetjiik, ha az 1,2,3,4,5 szdmokat egy szabalyos 0tszog
csucsainak feleltetjiik meg, az 6tszog kozéppontja pedig a 6. A 6-bdl indulé élek a fenti
tablazat els6 soraban éppen kétszer szerepelnek. Az 6tszog két szomszédos csticsa kozt
futé €l egyszer szerepel a felso, egyszer az alsd sorban, az 6tszog atloi pedig éppen kétszer
szerepelnek az alsé sorban. Ezt dgy is gondolhatjuk, hogy az dbran lathato két tipusu
haromszoget forgattuk korbe. 2 pont

I

Az n =T esetén (7-6) : 3 =14 hdromszogre van szitkség. A graf csicsai legyenek egy
szabalyos hétszog csicsai. A csucsok kozt futd élek hossza harom féle lehet és mindharom



tipusbol éppen 7 van. Az dbran lathato két hdromszog korbeforgatdsa j6 konstrukeiot ad.
gy ha i felveszi az 1,2,...,7 értékeket, akkor a hdromszogeink (i;i+1;i+3) és (i;i+1;i45),
ahol mindig a szamok hetes maradékat tekintjiik. 3 pont

Osszesen: 7 pont



