Oktatasi Hivatal

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
2009-2010. tanévi els6 fordulgjanak feladatmegoldasai
matematikabdl, a II. kategéria szamara

1. Adott a kovetkez6 polinom:
Px) =2+ (x+2)* + (x +4)* +... + (2 +2008)* — (z+1)* — (z+3)? — ... — (z + 2009)°.
Mely valds x értékek esetén teljesiil, hogy P(x) > 07

Megoldas: Rendezziik a P(x) polinomban szereplé négyzetes tagokat parokba

P(x) = (2" = (@ +1)°) + ((z +2)* = (& +3)*) + ... + (= +2008)* — (w + 2009)*)

3 pont
Hasznaljuk a két négyzet kiilonbségére vonatkozo nevezetes azonossagot, az 0sszeg egy
altalanos tagja igy alakul

((@+2i) = (@+2i +1)?) = (@42 —2—2i— (@ +2i+x+2+1) = —1-(20+4i+1).
Ennek segitségével P(x) a kovetkez6 alakra hozhatd
P(z) = —1005- 20 — (1 +5+ 9+ 13+ ... + 4017) = —1005(2z + 2009). 3 pont

Most véalaszt adunk a feladatban feltett kérdésre

2009
—1005(2z +2009) >0 ha =z < - 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Melyik az a legnagyobb csupa kiilonboz6 szamjegyet tartalmazéd pozitiv egész szam,
amelynek a szamjegyeit tetszéleges sorrendben véve mindig primszamot kapunk?

Megoldas: Van a feladat feltételeinek eleget tevo kétjegyii szam, pl a 13. A keresett
legnagyobb szam ezek szerint legalabb kétjegyti. 1 pont

Nem lehet paros szamjegy benne, ugyanis a paros jegyet a szam végére téve 2-nél
nagyobb paros szamot kapunk, ami nem lehet prim. 1 pont

Hasonléan kapjuk, hogy 5-0s szamjegy sem lehet benne. Ha az 5 az utolsé jegy, akkor
a szam 5-tel oszthatd, 5-nél nagyobb, tehdt nem prim. 1 pont

A szam jegyei ezek szerint az 1, 3, 7 és 9 lehetnek.

A szam nem lehet négyjegyti. Ekkor jegyei éppen az emlitett négy szam, de a 7 osztdja
a 9317-nek. 1 pont

A szam nem lehet haromjegyti, mindig lesz olyan sorrendje a jegyeknek, hogy szamunk
7-tel oszthato. Ha az 1, 3, 7 vagy 9 marad ki, akkor a 7-tel oszthaté szam rendre a 973,

917, 931 és a 371. 2 pont
A kétjegyli szamok koziil a 97 jo, hiszen 97 és 79 is prim. Ennél nagyobb kétjegyt
prim nincs, igy a keresett szam a 97. 1 pont

Osszesen: 7 pont



3. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:

117 4+ 14% = 25% — 2 (\/ﬂ)x .

Megoldas: Hasznaljuk ki, hogy /154 = /11 - v/14, az egyenlet mindkét oldaldhoz
hozzdadunk 2 (\/ 154) -et és a bal oldalon teljes négyzetté alakitunk:

1174147 + 2 (VIL-VI4) = (V1) + (Vﬁ)m)2 = (5%)2.
Mindkét oldalon pozitiv szdm négyzete szerepel, ezért négyzetgyokot vonhatunk:
(\/ﬁ>x + (\/ﬁ)gC = 5", 3 pont
Osztunk 5%-nel:
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Megmutatjuk, hogy nincs més megoldas. Mivel = <1és = < 1, ezért a

V14\*
és <5> exponencialis fiiggvények szigortiian monoton csokkendk. A két fliggvény
Osszege is szigoruan monoton csokkend, ezért az 1 értéket csak egyszer veheti fel és azt az
x = 2-nél fel is vette. 3 pont

Osszesen: 7 pont

4. Az ABC héaromszog teriiletét az A csicsbol induld belsé szogfelez6 1:2 aranyban
osztja. Milyen ardnyban osztja fel a haromszog teriiletét az a magassagvonal, amely a
haromszog legnagyobb szogli csicsabdl indul, ha BC' felez6merdlegese a tertiletet

(a) 1:3; (b) 1:2
aranyban osztja?

Megoldas: Ha AB = AC, akkor a feladat feltételei nem teljesiilnek. A tovabbiakban
legyen az A-bol indulé oldalak koziil AB a kisebb. Legyen az A csiicsbdl indulé belsé
szogfelezd és BC' kozos pontja D. Mivel az ABD és ADC haromszogek A-hoz tartozo
magassagai egyenlok és tertiletiik aranya 1:2, ezért az A-val szemkozti oldalaik aranya is
ennyi, BD : DC' =1: 2. A szogfelezd tétel segitségével azt kapjuk, hogy AB : AC =1 : 2.

1 pont

(a) Mivel feltettiik, hogy AB < AC ezért a BC oldal felez6 merélegese az AC oldalt
metszi, legyen a metszéspont E, BC felezOpontja F. A feladat feltétele szerint t4pc =
Atcrpp. Az AF felezi a teriletet, igy tapc = 2tcrg, tehat E felezi az AC oldalt. Azt
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kaptuk, hogy a BC felezomerolegesén levo E'F szakasz az ABC' haromszog kozépvonala.
Mivel E'F kozépvonal parhuzamos AB oldallal, ezért ABC/ = 90°.

ABC/ =90°, ezért AB: AC = cosa =1:2, amibdl a = 60° és igy v = 30°.

A derékszogii csicsbdl indulé magasséag talppontjalegyen T'. Az AT B és T' BC' haromszogek
B-hez tartozo magassdga ugyanakkora, ezért tertiileteik aranya éppen az AT és T'C oldalaik
aranya. Ebbol megkapjuk a feladat kérdésére a valaszt:

targ :trpe = AT : TC = (BT - ctg60°) : (BT - ctg30°) =1 : 3. 3 pont

(b) Most tapc = %tCFE, igy tcrg : tgpa = CE : EA = 2 : 1. Legyen az A-
bol indulé magassag talppontja T. Az ACT/-ben parhuzamos szelok EF és AT ezért
CE:FA=CF:FT =2:1. Mivel F felezi BC-t, ezért T felezi F'B-t.

Az ABT és ADC héaromszogekre felirt Pitagorasz tétel segitségével

AT? = AB? — BT? = AC? — CT>.

Felhaszndlva, hogy AC = 2AB és CT = 3BT kapjuk, hogy AB?> — BT? = (2AB)? —
(3BT)?, amibdl \/gBT = AB. Az ABC haromszog oldalainak ardnya BT-vel kifejezve

8 8 8
AB: AC : BC == :24/=:4 és 24/=< 4
C C \/; \/; és \/;<

igy a legnagyobb oldal BC, a legnagyob szog A-nal van. Vaélaszunk most is 1:3, hiszen
targ i tarc =BT :TC =1":3. . 3 pont
Osszesen: 7 pont

5. Az {1;2;3;...;2009} halmazbdl legalabb hany szémot kell kivdlasztani, hogy biz-
tosan legyen a kivalasztott szamok kozott két olyan, amelyek kiillonbsége 47

Megoldas: Ha 1005 szamot valasztanak ki, akkor lehetséges, hogy nincs koztik két
olyan, amelyek kiilonbsége 4. Erre példa, ha a kivalasztott szamok a 8-cal osztva 1, 2, 3
és 4 maradékot add szamok. Ezek {1;2;3;4;9;10;11;12;...;2001; 2002; 2003; 2004; 2009},
szamuk éppen 1005. 2 pont

Megmutatjuk, hogy amennyiben legaldbb 1006 szamot valasztunk, akkor biztosan lesz
két olyan, amelyek kiilonbsége 4. Vegyiink 1005 papirt és ezekre irjuk fel szamainkat. A
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2009 egyediil lesz egy papiron, a tobbi parosaval. Legyen k nemnegativ egész, k < 251,
és m € {1;2;3;4} ekkor egy papirra keriil 8k + m és 8k +m + 4.

Ha legalabb 1006 szamot valasztunk, melyeket 1005 papirra irtunk, akkor lesz koztiik

2 ugyanarrél a papirrél. Ezek kiilonbsége pedig 4. . 5 pont

Osszesen: 7 pont.



