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MATEMATIKA
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(SZAKKOZEPISKOLA)

Javitasi-értékelési utmutato

1. Az a, szamsorozat tagjaira teljesiil, hogy a, =5, és minden n >1 pozitiv egész
a

. 1+ . R
szamra a, = l—M Hatarozza meg az a,,, szam értékét!
—a,,

Megoldas: szamitsuk ki a sorozat elsé néhany tagjat. 1 pont

l+a . . 1
Az a, = mhi Ry képzési szabaly alapjan a, = il :
1-a 1-a, 15 4 2

Hasonloképpen

tovabba

(1) a,

—_— 9 _§5. 2 pont

1+a e . . o , .
Az a, =—"1 képzési szabaly és (1) alapjan nyilvanvalo, hogy az a, szdmsorozat
—a,,

tagjai periodikusan ismétlédnek, mégpedig

3 1
(2) Ay = S, A = _51 Apyip = _g’ Apuiz = 5
ahol ke N. 3 pont
Mivel
2014 =2012+2=4-503+ 2, 2 pont
ezért
1
Ay014 = _g- 2 pont
Osszesen: 10 pont
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Matematika I. kategoria

2. Az ABCD téglalapban AB =17, BC =8. A P pont a CD oldalon, C-tél m
hosszusagegységre, a Q ponta CB oldalon, C -tél n hossziisagegységre van.

Legyen R a P pontbdl az AB - re hizott merdlegesnek az AB oldalon levé

talppontja, legyen tovabba APR/=«a, QABZL = 4.

Hatarozza meg mindazokat a pozitiv egészekbol allo m;n szamparokat,

amelyekre o — 3 =45°!

Megoldas: készitsiink a feltételeknek megfeleld abrat (1. bra).

1. dbra

Az APR haromszogben tgo = % mivel azonban AR = AB-BR =17-m, tovabba

PR =8, ezért
@) tger =21 =M
8
, , . BQ .
Az AQB haromszogben pedig tgf = B ahol BQ=BC-CQ=8-n, valamint
AB =17, igy
8—n
2 gf=———. 2 pont
) 95 =" P
A feladat feltétele szerint @ — 3 = 45°, ebbél tg(a — ) =tg45° =1.
Az a— [ =45° feltétel és az 1. 4bra alapjan nyilvanvalo, hogy 0° < a <90° és
0°< B <90°, tehat tgar > 0 és tgf >0, ezért 1+tger - tgf > 0, tehat alkalmazhatjuk a
tga -t
tgla— )= ;2298
l1+tga-tgps
trigonometrikus azonossagot. 1 pont
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Matematika I. kategoria

Az (1) és (2) osszefiiggések felhasznalasaval kapjuk, hogy
17-m 8-n

gla-4)= 187—m g—n
1+ .

8 17

ahonnan a muveletek elvégzése €s egyszeriisités utan

225-17m+8n

= , 1 pont
272-17n—-8m+mn

3) tg(c - B)

Mivel tg(a — ) =1, ezért (3)-bol
225-17Tm+8n=272-17n—-8m+mn

kovetkezik, amelybdl rendezés utan,

—47=9m+mn—-25n,
illetve a kapott 0sszefiiggés mindkét oldaldbol a 225 =9- 25 értéket levonva
4) —272=9m+ mn—25n-225.
(4) jobb oldala szorzatta alakithato:
(5) ~272=(n+9)-(m-25). 2 pont

Az m;n szamok pozitiv egészek, igy (5) alapjan nyilvanvalo, hogy n+9 >0 illetve
m—25< 0, tovabba a feladat feltételei miatt 1<n <8, és ezért 10<n+9<17, valamint
m<17. 1 pont

Keressiik tehat a 272 = 2* -17 szam olyan pozitiv oszt6it, amelyek megfelelnek a
10<n+9<17 feltételnek.

Ilyen pozitiv 0szt6 csak az N+9=16 ésaz Nn+9 =17, amelyekbdl n, =7 és n, =8
kovetkezik.

Ezekbdl (5) alapjan rendre m; =8 és m, =9 adodik. 2*pont
A feladat megoldésai tehat az m, =8;n, =7 és az m, =9;n, =8 szamparok.

Az m, =9;n, =8 szampar esetén (1) és (2) alapjan tga =1, illetve tgf =0, ezérta B
és Q pontok egybeesnek, tovabba o = 45° illetve g =0°, ezekre is teljesiil, hogy
a—f=45°. 1*pont

Osszesen:  10pont

Megjegyzés: ha a versenyz6 az m, =9;n, =8 szdmpért és az ehhez tartozé6 o =45°
illetve g =0° szogeket figyelmen kiviil hagyja, vagy nem tekinti megoldasnak, akkor a
*-gal jelzett pontok koziil legfeljebb 1 pontot kaphat.
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Matematika I. kategoria

3. Egy ABC haromszogben AC=BC=a é ACBL=90°. Az AC oldal A-hoz
kozelebbi harmadolopontja H .
Hatarozza meg az AB oldalon az E, a BC oldalon az F pontot ugy, hogy az
EFH haromszog Keriilete a lehet6 legkisebb legyen!

Adja meg ennek a minimalis Keriiletnek a nagysagat és a %, illetve E—E aranyok

pontos értékét!

1. Megoldés:

Tiikrozziik a H pontot elészor az AB, majd a BC egyenesre, a képpontok rendre H, és H,
(2. abra). 1 pont

wle

2. abra

A H, pontaz AC egyenesen, a H, pont pedigaz AC egyenesnek az ABC haromszdglappal
azonos oldalan van, ezért az 4bra alapjan a H,H, egyenes az ABC héaromszog AB atfogojat
¢s BC befogdjat is metszi, a metszéspontok rendre E és F .

A tiikrozés tavolsagtarto tulajdonsadga miatt

1) EH =EH, és FH =FH,.
Mivel 1 pont
H,H, =H,E+EF +FH,,

¢s az EFH haromszog keriiletére
Key =HE+EF +FH,

ezért (1) alapjan

OKTYV 2013/2014 4 dontd fordulo



Matematika I. kategoria

(2) Key = HH,.
1 pont
Nyilvanvalo, hogy a H, ¢és H, pontok kozotti legrovidebb tavolsag a H,H,
egyenesszakasz, igy a 2. abra EFH héaromszoge a legkisebb keriiletli azon haromszogek
koziil, amelyeket a feladat feltételei alapjan az ABC haromszdgbe rajzolhatunk. 1 pont
A tengelyes tiikrozés szogtarto tulajdonsaga miatt H,AEL=45°, ¢és ezért
H,AHZ=90°, vagyis H,;A merdleges AC-re. Eszerint a H,H,A haromszog
derékszogli haromszog.
A tengelyes tlikrozés tavolsagtartd tulajdonsaga miatt pedig
a 2a
3 HA=—¢é H,C=—.
(3) A=3 20 =3
Felirhatjuk Pitagorasz-tételéta H, H, A derékszogli haromszdgre:
(4) H,A’ +H,A’ =H,H,”.
Mivel HlAzg és HzAz%a,ezért (4)-b6]
26a’
HH,” = :
1" 72 9
vagyis
a-/26
(5) HH, = .
3
(2) és (5) osszevetésével azt kapjuk, hogy a feladat feltételeinek megfeleld legkisebb
keriileti haromszog kertilete
a-/26
Ky = 3 2 pont
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A kovetkezOkben meghatarozzuk a BF és BE aranyok pontos értékét.

A H H,AZ-etmetsz6 H,A és FC parhuzamos szelOkre felirhatjuk a pArhuzamos
szeldszakaszok tételét:

2a
FC 3
‘a b5a’
3 3

. e A o 2a . .
ahonnan a muveletek elvégzése €és egyszertsités utan FC = TR innen pedig

BF =a— FC miatt BF :13_a,
15
és ezeért
BF 13
6 - - 2 pont
(®) FC 2

A H,AE ¢és FBE haromszogekben H,AE/ = FBEZ =45°, valaminta H,EAZ ¢és
FEB £ szogek csucsszogek, ezért a két haromszog megfeleld szogei paronként egyenlok,
tehata H,AE és FBE haromszdgek hasonlok, igy megfeleld oldalaik hosszdnak aranya
is egyenld. Eszerint

BE _BF
EA HA’
13a
azaz 7 = % , ahonnan egyszerlsités utan kapjuk, hogy
3
BE 13
(7) — ==
EA 5
: BE 1
(6) és (7) alapjan a kérdéses aranyok pontos értéke BF = 13 s — = 13 . 2 pont
FC 2 EA 5
Osszesen: 10 pont
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2. Megoldas:

az 1. megoldashoz készitett 2. abrabol indulunk ki, azaz tikr6zziik a H pontot el6szor az
AB, majd a BC egyenesre, a képpontok rendre H, és H,. 1 pont

A megoldas az 1. megoldashoz hasonldan folytatodik, addig a megallapitasig, hogy a H,
és H, pontok kozotti legrovidebb tavolsag a H H, egyenesszakasz, igy a 2. dbra EFH

haromszoge a legkisebb keriiletli azon haromszogek koziil, amelyeket a feladat feltételei
alapjan az ABC haromszogbe rajzolhatunk. 3 pont

Ezutan az ABC haromszoget olyan derékszogii koordinata-rendszerbe helyezziik,
amelynek origdja a C pont, az A pontaz x tengelyre, a B pont pedigaz y tengelyre
esik (3. abra).

by

<
B(0;a)

C(0:0) H(2_‘1;0) A (a;0)

3. dbra

Ekkor az ABC haromszog cstcsainak koordinatai A(a;0), B(0;a) és C(0;0), és

a 2a
H,la;—|és H,|——;0]|. 1 pont
[ 3)“ ( 3 j P

A két pont tavolsagara vonatkozod képlet alapjan

HH, = a+§2+gz=a'\/2_6,
b \/[ SJ @

tehat a minimalis keriileti EFH haromszog kertilete

/26
Ky = 2 ;/_ 1 pont
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Az AB egyenes meredeksége tg 135° = —1 és az egyenes athalad a B (O; a) ponton, ezert
az egyenes egyenlete
1) X+y=a.

H,H, egyenes egy iranyvektora \7(5;; %j, illetve az % >0 szammal val6 osztas utan
v(5,2).
Az egyenes athalad példaula H, (— 2_3a; Oj ponton, felirhatjuk tehata H,H, egyenes

egyenletét:
2a
2 X—-5y=——.
(2) y=-3
Az (1) és (2) egyenletekbdl allo egyenletrendszer megoldasa az E pont koordinatait adja
meg. A szamitasok elvégzése utan:

13a 5a
(3) E (E E).

A (2) egyenletbe az x =0 értéket helyettesitve megkapjuk az F pont koordinatait,
amelyek

2a
4 F|0,—]|. 2 t
0 02)

A két pont tavolsagara vonatkoz6 képlet alapjan

illetve

2 2
ea (132 L) (5] 522
18 18 18
Eredményeinkbdl a megfeleld oldalak elosztasa utan azt kapjuk, hogy
6 BE 13

EA 5

Ugyanakkor (4) szerint FC = i—:, igy BF = 113_5a ¢s ezért

BF 13
6) ===
FC 2
(5) és (6) alapjan a kérdéses aranyok pontos értéke BF = 13 és BE = 13 . 2 pont
FC 2 EA 5
Osszesen: 10 pont
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