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MATEMATIKA III. KATEGORIA
(a specidlis tanterv szerint halad6 gimnazisték)

Javitasi-értékelési utmutatod

Keérjiik a javito tandrokat, hogy a feladatok javitasakor vegyék figyelembe a versenyzsk
szamara kiadott tajékoztatot. Kiilon is felhivjuk szives figyelmiiket arra, hogy minden fel-
adatra csak egy helyes megoldasért jar a megfelel§ pontszam. Kérjiik, hogy a dolgozatokon
konkrétan jelezzék a hibakat és az egyes feladatokra adott pontszamot, a dolgozat kijavitasa
utan pedig toltsék ki a dolgozathoz mellékelt értékels lap rovatait. A dolgozatokat nem
kell osztalyzattal mindsiteni. A pontszamok indokolt esetben bonthatok.

A III. kategoriaban versenyz6 tanulok dolgozatait 12 ponttél kell tovabbkiildeni az
iskolakbol, kozvetleniil az OKTV Matematika III., Oktatasi Hivatal, 1363 Budapest,
Pf. 19. cimre. A feltételeknek megfelels dolgozatok koziil azonban csak azok kiildhetSk
tovabb, amelyek tartalmazzék legalabb két feladat lényegében teljes (5-7 pontos) meg-
oldasat. Tajékoztatasul megjegyezziik, hogy a versenykiirds alapjan a versenybizottsag
legfeljebb 50 versenyz&t juttathat be a dontébe.

A pontozasi Gtmutatéban nem szereplé més helyes megoldas vagy megoldasrészlet
esetén az ardnyos pontszdmot sziveskedjenek megadni.

Budapest, 2014. november A versenybizottsag

1. feladat
Mely 1-nél nagyobb egész szamok lehetnek két egymast kovets n? + 3 alakii szam kozos
0szt6i?

Megoldas: Tegyiik fel, hogy a k természetes szam osztdja n? + 3-nak és (n + 1)? + 3-nek

is. Ekkor k osztoja a kiilonbségiiknek is, vagyis 2n + 1-nek is. (2 pont)
Ekkor k ugyancsak osztoja az n(2n + 1) — 2(n? + 3) = n — 6 szamnak, és igy (2n + 1)—
—2(n — 6) = 13-nak is. Tehat ha k > 1, akkor csak k = 13 lehet. (3 pont)
Masrészt a 13 szam valoban megfelels, mert n = 6-ra 13 osztdja az n? + 3 = 39 és az
(n+1)% + 3 = 52 szamnak is. (2 pont)

Megjegyzés: A 13 szdmhoz n? + 3 és 2n + 1 masféle kombinaciéi utjan is eljuthatunk
(példaul 4(n?+3) — (2n—1)(2n+1) = 13), a megoldés kozépss részlete ezek barmelyikével
teljes értéki.
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2. feladat

Egy haromszog oldalszakaszain felvettiink egy-egy pontot tgy, hogy az ezek 6sszekotésével
keletkez6 négy részharomszog teriilete egyenls. Mutassuk meg, hogy a pontok az oldalak
felez6pontjai.

Els6 megoldas: Legyenek az ABC haromszog AB, BC, AC oldalan felvett pontok rendre
C1, A1, By. Legyen még AC,/AB = x, BA;/BC =y, és CB,/CA = z. A héaromszog
teriiletére vonatkozo képlet alapjan

Tap,c, AB;-AC) -sina

Tase ~ AB AC sma ~ U TF-r=1/4

Hasonloan kapjuk, hogy (1 —z) -y = 1/4, valamint (1 —y) -z = 1/4. (3 pont)
Az els6 egyenletbdl z-t kifejezve majd a harmadikba helyettesitve (1—y)-(1—1/(4z)) = 1/4,
azaz 1 —y = x/(4x — 1). Ezt a masodik egyenletbe helyettesitve z-re az

3r—1 1

1-— = -

=2 =171
egyenlet adodik. Innen atrendezéssel 422 — 4x + 1 = 0, amit egyediil az x = 1/2 érték
elégit ki. (3 pont)
Ezt az egyenletekbe visszahelyettesitve y = z = 1/2, vagyis a pontok valoban az oldalak
felez6pontjai. (1 pont)

Masodik megoldas: Hasznéljuk az el6z6 megoldasban bevezetett jeloléseket. Valasszuk
meg az egységet ugy, hogy az ABC' haromszog teriilete éppen 1 legyen. Ekkor az AB;CY,
BC1 A, CB1A; haromszogek mindegyikének teriilete 1/4, és rendre egyenld az x(1 — z),
y(1 —x), z(1 — y) értékekkel. (3 pont)

A szdmtani és mértani kozép kozotti egyelGtlenségek alapjan

3 r+(1—-=2 +(1—-= z+(1— 3
~ =\/Tap,c, + VIsc,a, + VIcB A, < ( ) + 4 ( ) + 1-y) _ 5
2 2 2 2 2
(3 pont)
Egyenlgség csak ugy allhat, hax =1—2,y=1—x,6s 2 =1—y, ahonnanx =y = z = 1/2
adodik. Az osztépontok tehat felezGpontok. (1 pont)
3. feladat

A p < ¢ paratlan primek az n! primtényezds felbontasaban azonos kitevén szerepelnek.
Igazoljuk, hogy ekkor n < p(p + 1)/2.

Megoldas: A p primszam kitevGje az n! felbontasaban

-l )
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ahol [z] az x szam egészrészét jeloli, és az Osszegzést addig kell folytatni, amig az egészrész
nulla nem lesz. (2 pont)

A feltevés szerint p < ¢, igy minden ¢ kitevére

ERE|

Ezért p és q kitevGje csak ugy egyezhet meg, ha minden ¢ > 1-re

-1

teljesiil. (1 pont)
Jelolje k az [n/p] és [n/q| kozos értékét, ekkor tehat

kp<n<(k+1)p és kq<n

érvényes. (1 pont)

Mivel p < g paratlan primek, azért p + 2 < q. Emiatt a fenti egyenlStlenségekbdl
k(p+2) <kg<n<(k+1)p,

majd ebbdl 2k < p, azaz 2k < p — 1 kovetkezik. (2 pont)
Ezeket felhasznélva valoban 2n < (2k+2)p < (p+1)p, amit bizonyitani akartunk. (1 pont)

4. feladat
Vetitsiink egy szabalyos tetraédert merslegesen a tér valamely sikjara. Mutassuk meg,
hogy ha a tetraéder vetiilete paralelogramma, akkor négyzet.

Els6 megoldas: A tetraéder csiicsait jelolje Ay, Ao, Az, A4, merdleges vetiileteiket az
S sikra A, A,, A%, Al ugy, hogy ezek ebben a koriiljarasi sorrendben paralelogrammat
alkossanak. Feltehetjiik, hogy a tetraéder mindegyik csticsa S-nek ugyanazon az oldalan
van, mert a sikot 6nmagaval parhuzamosan eltolva az eredetivel egybevago vetiiletet ka-
punk. Legyen d; az A; tavolsaga S-tdl, e; az Al-ben S-re allitott merdleges, P, az A,
merGleges vetiilete az es egyenesre, Py pedig az A, merdleges vetiilete az e3 egyenesre.

Az APy, ALAL, ALAL Ay P, irdnyitott szakaszok parhuzamosak, egyenlé hossztiak és
egyenls allastuak. Tekintsiik azt az eltolast, amely Aj-et Ay-be, és igy Pi-et Py-be viszi.
Ennél az ey egyenes es-ba megy (hiszen ez a Pj-en at es-vel huzott parhuzamos). Ezért
az As pont képe rajta van ez-on, tavolsdga Ay-t6l pedig a tetraéder élhossza. Ilyen pont
(legfeljebb) ketts van: az egyik az As, a méasik pedig az Az pont T tiikkorképe Py-re. De
Ao nem mehet As-ba, mert akkor As A3 parhuzamos lenne A; A4-gyel, és igy a tetraéder
csucsai egy sikban lennének. Ezért Ay képe T, azaz do — dy = dy — d3 (az As Py, illetve a
TPy hossza). (3 pont)
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A paralelogramma masik parhuzamos oldalparjat hasznalva az anal6g gondolatmenet azt
adja, hogy d4s — dy = ds — d3. A két egyenletbdl do = dy és dy = ds adodik. Ezért As-nak
az e egyenesre es6 merdleges vetiilete a P, ponttal esik egybe. Az A1 P Ay és az As3Py A
derékszogt haromszogek egybevagok, mert atfogoik a tetraéder élei, amik egyenlsk, egy-
egy befogojuk pedig kozos. Ezért a masik két befogd hossza is egyenls, azaz A1 Py = AsP;.
Emiatt A} A5 = AL AL, és ezzel belattuk, hogy az A} A5 A5 A} paralelogramma rombusz.
(3 pont)
Mivel di = d3, ezért az Ay Az szakasz parhuzamos az S sikkal, és igy a vetiiletének hossza a
tetraéder élhossza. Ugyanez érvényes az Ay A4 szakaszra is, és igy a rombusz atloi egyenlsk,
tehat négyzetrdl van szo. (1 pont)

Masodik megoldas: Foglaljuk a szabalyos tetraédert egy kockaba: legyenek a kocka egy
csucsbol kiindulé élvektorai a, b, c, a szabalyos tetraéder csiicsaiba pedig mutassanak a
0, a+ b, a+ c és b+ ¢ vektorok. (2 pont)

Az a, b, ¢ vektorok merdleges vetiiletei a megadott sikra legyenek a’, b’, ¢’; ekkor a

tetraéder cstuicsaiba mutatod vektorok vetiilete rendre 0, a’ +b’, a’ + ¢’ és b’ +¢’. Ezek a
vektorok a paralelogramma egyik csticsabol mutatnak a paralelogramma csiicsaiba.
(2 pont)
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Valasszuk meg a jelolést ugy, hogy a paralelogramma egyik oldalvektora a’ + b’ legyen.
Ekkor a vele szemben fekvs oldalvektor (b’ +c¢’) — (a’ +c¢’) = b’ —a’. Ez a két vektor csak
akkor lehet egyenls vagy egyméas (—1)-szerese, ha a’ = 0 vagy b’ = 0, vagyis ha a kocka
egy élének két végpontja ugyanarra a pontra vetiil. (1 pont)

Ekkor pedig a kocka vetiilete — és vele egyiitt a szabalyos tetraéder vetiilete is — négyzet.
(2 pont)

Harmadik megoldas: A vetiiletparalelogramma két atloja a tetraéder két kitérs élének
a vetiilete. Az atlok felezGpontja egybeesik, ezért a vetités iranya parhuzamos a két kitérd
él felezGpontjat 0sszekots egyenessel, azaz a tetraéder egyik éltengelyével. (2 pont)

A szabélyos tetraédert az éltengely koriili 90°-os forgatas olyan tetraéderbe viszi, amely egy
az éltengelyre merdleges sikra vonatkozo tiikrozéssel is elGallithato az eredeti tetraéderbdl.

A két tetraédernek tehéat azonos a vetiilete. (3 pont)
A vetiilet ezért olyan négyszog, amelyet az atloi metszéspontja koriili 90°-os forgatas on-
magaba visz, tehat négyzet. (2 pont)
5. feladat

Egy 2014 oldalu szabélyos sokszog cstcsai valamilyen sorrendben Py, Ps, ..., Pyp14. Bi-
ZOIlyitSllk be, hOgy a P1P2, ]Dgf)g,7 ey P2013P2014, P2014P1 egyenesek kozott van két
parhuzamos.

Els6 megoldas: Szamozzuk meg a szabalyos sokszog cstcsait pozitiv koriiljaras szerint az
1,2,...,2014 szdmokkal. Legyen a P; cstcshoz irt szam a;. A P;P;, és a PjP; 11 egyenes
pontosan akkor parhuzamos, ha a; + a;4+1 és a; + a;11 vagy megegyezik, vagy pontosan
2014-gyel tér el egyméastol. (2 pont)

Indirekt modon tegyiik fel, hogy az adott egyenesek kozott nincs két parhuzamos, ekkor
ezek a paronkénti dsszegek minden 2014-es maradékot pontosan egyszer adnak ki. (1 pont)

Tekintsiik most az

(a1 + a2) + (a2 + a3) + ... + (a2013 + a2014) + (a2014 + @1)

Osszeget. Mivel az aq,...,as014 szdmok pontosan az 1,...,2014 szamokkal egyeznek meg,
ez az Osszeg 2014 - 2015, tehat oszthato 2014-gyel. Masrészt az egyes zardjelekben szerep-
16 Osszegek mind kiilonb6z6 maradékot adnak 2014-gyel osztva, ezért az Osszeg 2014-es
maradéka egyenld

2013 - 2014
O+1+...+2013 = — 5 = 2014 - 1006 + 1007

2014-es maradékaval, vagyis nem nulla. A kapott ellentmondas igazolja az indirekt feltevés
lehetetlenségét. (4 pont)

Masodik megoldas: Egy szabélyos n oldalu sokszog oldalai és 4t16i pontosan n kiilonbo6z6
iranyt (parhuzamossagi osztalyt) hataroznak meg. (2 pont)
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Ezért ha — indirekt feltevéssel — a kérdéses egyenesek kozott nincs két parhuzamos, mind
a 2014 lehetséges iranynak pontosan egyszer kell szerepelnie. (1 pont)

Szamozzuk meg a szabalyos sokszog csiicsait koriiljaras szerint az 1-t61 2014-ig terjedd
egész szamokkal. A sokszog atloit és oldalait aszerint nevezziik parosnak, illetve péarat-
lannak, hogy a két végpontjanak a sorszama péros vagy paratlan szamban tér el egyméstol.
(Példaul az oldalak igy mindannyian péaratlanok.) Ha két atlo vagy oldal parhuzamos,
akkor a paritasa azonos. Ezért beszélhetiink az iranyaik paritasarol. (1 pont)

Tekintsiik az egyik olyan szabalyos 1007-szoget, amelyet minden mésodik cstcs kivalaszté-
sdval kapunk. Ennek az 1007-szognek az oldal- és atloirdnyai az eredeti sokszog oldal- és
atloiranyai koziil pontosan a pérosak, ezért paros iranybol 1007 van. Kovetkezésképpen
ugyancsak 1007 paratlan irdny van. (1 pont)

Ezért a megadott egyenesek kozott is pontosan 1007 paratlan iranyu kell legyen. Ugyan-
akkor a pératlan irdnyu egyenesek szama ennek ellentmondva paros, hiszen ahanyszor
a Pp, Py, ... ciklikus sorrend atvalt péarosrél paratlanra, ugyanannyiszor kell paratlanrol
parosra valtania. (2 pont)
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