g Oktatasi Hivatal

A 2014/2015. tanévi
Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny

donto fordulo

MATEMATIKA

I, K_AT,EG(')RIA
(SZAKKOZEPISKOLA)

Javitasi-értékelési utmutato

1. Legyen X egész szam, P pozitiv primszam, legyen tovabba A és B az a két kiilonboz6 pont a

szamegyenesen, amelyek az X, illetve az (X + p)2 szamok helyét jelolik.
Adja meg az 0sszes olyan p primszamot, amelyre az AB szakasz valamelyik harmadoldpontja a
P szam helyét jeloli!

Megoldas: nem sérti az altalanossagot, ha feltessziik, hogy az A pont az AB szakasz bal oldali, mig a B
pont az AB szakasz jobb oldali végpontja. Az A és B pontok jeldlhetik a szamegyenesen az X° és az
(x+ p)* szamok barmelyikét.

Meg kell vizsgalnunk minden lehetéséget, ezért feltessziik, hogy ha létezik a feladatban szereplé p
primszam, akkor a p primet jelolé pont az AB szakasz barmelyik harmadoldpontja lehet.

A harmadolopontoknak megfelelé szamok minden esetben

2x? +(x+ p)’ 5 2-(x+p) +x2

3 3

Azt kell tehat vizsgalnunk, hogy milyen X € Z szamra és p pozitiv primszamra all fenn

2x% +(x+ p)’

1 XPXER)
(1) 3 P
vagy

@ 2-(x+§)z+x2:p_

1 pont



Az (1) egyenletbdl a miiveletek elvégzésével és rendezéssel a

(3) 3x*+2px+ p*-3p=0

X -ben masodfoku egyenletet kapjuk.

A (3) egyenletnek pontosan akkor van valds megoldasa, ha a diszkriminansa nemnegativ, azaz, ha
4p?-12.(p? -3p)=0,

ahonnan a miiveletek elvégzésével, egyszeriisitéssel és rendezéssel adodik

4 9p>2p°. 1 pont

Ha a (4) egyenl6tlenség teljesiil, akkor a (3), és ezzel az (1) egyenlet valdés megoldasai:

_—Pp+y9p-2p° - p-+9p-2p’ 1 pont

es X, =

3 2 3

() Xy

Mivel p pozitiv primszam, ezért a (4) egyenl6tlenségbdl a p pozitiv primszammal vald osztassal az is
kovetkezik, hogy

9
O<p<—,
P 2

ennek csaka p =2 és p =3 primszamok felelnek meg. 1 pont

Ha p =2, akkor a (3), és igy az (1) egyenlet valos megoldasai (5) szerint

~2+410 ~-2-310
Xi=————¢s X, =—,
3 3
ezek azonban a feladatnak nem megoldasai, mert a feltétel szerint X egész szam.
Ezért p =2 nem lehetséges. 1 pont
Ha p =3, akkor (5) szerint X, =0 és X, =—2. 1 pont

Vizsgaljuk most a (2) egyenlet lehetséges megoldasait.

A miiveletek elvégzésével és rendezéssel:

(6) 3x* +4px+2p°*-3p=0.



A (6) egyenletnek pontosan akkor van valdés megoldasa, ha a diszkriminansa nemnegativ, azaz, ha
16p* —12-(2p® -3p)=0,

ahonnan a miiveletek elvégzésével, egyszeriisitéssel és rendezéssel adodik, hogy

7 9p >2pZ.

A (7) egyenlétlenség a (4) egyenl6tlenséggel azonos, €s pontosan akkor teljesiil, ha

9
O<p<s—.
P 2
Ekkor a (6), és igy a (2) egyenlet valos megoldasai:

—2p+49p-2p* | .
= €S

3 . 1 pont

®) X3

_—2p-+9p-2p°
. .

A (7) egyenlotlenségnek a (4)-gyel megegyezden csaka p =2 és p =3 primszamok felelnek meg.

Ha p =2, akkor a (6), és ebbdl kovetkezden a (2) egyenlet valos megoldasai (8) szerint
—-4++10 | -4-410
—— és X, = EE—

de ezek a feladatnak nem megoldasai, mert X egész szam. Ezért p = 2 nem lehetséges. 1 pont

3 =

Ha p =3, akkor (8) szerint X, =1 és X, =-3. 1 pont
Azt kaptuk tehat, hogy a feladat feltételeinek csak a p =3 primszam felel meg.

A p =3 primszémhoz tartozé X, =0 egész szamraaz AB szakasz a [0; 9] intervallumnak felel meg a
szamegyenesen, és az AB szakasz A pontjahoz kozelebbi harmadolopont jeldlia p =3 primszam
helyét. A p =3 primszamhoz tartozé X, = —2 egész szamraaz AB szakasz az [1; 4] intervallumnak

felel meg, és az AB szakasz B pontjahoz kozelebb esé harmadolopont éppena p =3 primszam
helyét jeloli.

Ha p =3 mellett x, = -1, akkor az AB szakasz az [1; 4] intervallumot jeloli ki a szamegyenesen, és a
B ponthoz kdzelebb esé harmadoldpont adja mega p =3 primszam helyét. Végiil pedig X, = -3
mellett az AB szakasz a [0; 9] intervallumnak felel meg, és az A ponthoz kozelebbi harmadolopont
jelolia p =3 primszam helyét. 1 pont

Osszesen: 10 pont



11x —3-/X
2X

2. Oldjameg a [ } =+/4n? +12n egyenletet, ahol X valds szam és N egész szam!

([y] az y valos szam egészrésze, azaz az Y -nal nem nagyobb egészek koziil a legnagyobb)

Megoldés: a négyzetgydk értelmezése szerint egyrészt X > 0, a bal oldali tortkifejezés nevezdje miatt
pedig X # 0, ezért X csak pozitiv valds szam lehet.

Masrészt ugyancsak a négyzetgyok értelmezése miatt 4n° +12n >0, ahonnan szorzatta alakitassal
kapjuk, hogy

1) 4n-(n+3)>0,
Az (1) egyenlStlenségnek olyan N € Z szamok felelnek meg, amelyekre N >0, vagy n < —-3. 1 pont

A kiindulasi egyenlet bal oldala egész szam, ezért a jobb oldalnak is egész szamnak kell lennie. Ez csak
Gigy lehetséges, ha a 4n? +12n kifejezés egy egész szam négyzetével egyenld, azaz, ha

4n? +12n=m? (meZz).

Mindkét oldalhoz 9-et adva (2n +3)° = m? + 9. Ebbdl a két négyzet kiilonbségére vonatkozo
azonossag ismeretében szorzatta alakitassal kapjuk, hogy

) (2n+3+m)-(2n+3-m)=09. 1 pont

A (2) egyenlet bal oldalanak zardjeles kifejezései a 9 szam pozitiv vagy negativ osztoparjai és ezért a
kovetkezo esetek lehetségesek:

a) 2n+3+m=1¢és 2n+3-m=9,
b) 2n+3+m=-1¢és 2n+3-m=-9,
C) 2n+3+m=3¢és 2n+3-m=3,
d) 2n+3+m=-3és 2n+3-m=-3.

Az a)-b)-c)-d) esetekben egyenként az egyenletek bal oldalait Gsszeadva, rendre a kovetkezé n
értékeket kapjuk (ha az egyes esetekben az osztoparok tényezéit foleseréljiik, nem kapunk jabb
megoldasokat):

n=Ln,=-4,n,=0,n, =-3. 1 pont



11x-3-V/X
Az n=1és n=—4 esetekben a [—3\/_} =+/4n? +12n egyenlet jobb oldalanak értéke 4,

X

ezért
11x-3-vX

(3) —\/_ =4.

2X

11x-3-v/X
Az egészrész értelmezése szerint (3) azt jelenti, hogy 4 < 2—\/_ <5, ahonnana 2x >0
X

szammal valo szorzassal ¢és rendezéssel két egyenldtlenséget kapunk:
(4) 0<3x—3-/x
és
(5) x—3-4/x <0.

A (4) egyenl6tlenség mindkét oldalat osztva a 3- Jx >0 kifejezéssel, elébb a 0 < Jx -1
egyenldtlenséget, majd ebbdl rendezéssel és négyzetreemeléssel az

1<x

egyenldtlenséget kapjuk.

Az (5) egyenlétlenség mindkét oldalat oszthatjuk a Jx >0 kifejezéssel, ebbdl a Jx-3<0
egyenldtlenség, majd innen rendezéssel és négyzetreemeléssel az

X<9

egyenl6tlenség adodik.

. 11x-3-vX .
Eszerintaz N =1 és N =—4 egész szamokra a {2—\/_} =+/4n? +12n egyenlet megoldasai az
X

1<x<9

egyenlotlenségeknek megfeleld valos szamok.

Az n=0 és N =-3 egész szamok esetén pedig a {11)(_2—3&} =+/4n? +12n egyenlet jobb
X

oldalanak értéke zérus, ezért

©6) {M} 0
2X

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



11x —3-/x
2X

Az egészrész értelmezése miatt (6)-bol az kovetkezik, hogy 0 < <1, ahonnana 2x >0

szdmmal valo szorzassal és rendezéssel ismét két egyenldtlenséget kapunk:

@) 0<11x—3-4/x
és
(8) 9X—3'\/;<0. 1 pont

Az (7) egyenlétlenség mindkét oldalat osztva a Jx >0 kifejezéssel, ebbéla 0 <11- Jx -3
egyenldtlenséget kapjuk, ahonnan rendezéssel és négyzetreemeléssel adodik, hogy

A (8) egyenlbtlenség mindkét oldalat osztjuk a 3- Jx >0 kifejezéssel, a miivelet eredményeként
adodik a 3- \/; —1< 0 egyenlétlenség, majd ebbdl rendezés és négyzetreemelés utan

1
X<—.
9

Ezért, ha n =0, vagy n=-3, akkor a {11)(_2—3\/;} =+/4n? +12n egyenlet megoldasai az
X

egyenlotlenségeknek megfeleld valos szamok. 1 pont

Minden esetet megvizsgaltunk és azt kaptuk, hogy az N € Z szam értékei csak az
n, =1 n, =—4;n, =0;n, = -3 lehetnek, ezek koziil N =1 és N = —4 esetén az egyenlet megoldasai

az [l; 9[ intervallumba tartozo valds szamok, mig N =0 és N = —3 esetén az egyenlet megoldasai a

i; l intervallumba tartozé valds szamok. 1 pont
121 9

Osszesen: 10 pont



3. Egy szog szérait az O kozépponta kor az A és B pontokban érinti.
Az AB szakasz egy belsd X pontjaban az OX egyenesre allitott merdleges a szog szarait az
M ¢és N pontokban metszi.
Bizonyitsa be MX = NX'!

Megoldas: jeldléseink az abran lathatok.

Tekintettel arra, hogy OX merdleges MN -re, elegendd bizonyitani, hogy az MNO héaromszog
egyenldszara, azaz OM = ON, illetve OMNZ =ONM/Z. 1 pont

Mivel a kor érinti a 2¢ -vel jelolt szog szérait, ezért a kor O kozéppontja csak a 2¢ szog f
szogfelezdjére illeszkedhet. 1 pont

A szdgfelez6 minden pontja egyenld tavol van a szogszaraktol, ezért OA= OB, vagyis az OAB
haromszog egyenlo szart.
Ez azt is jelenti, hogy az dbra OAB/ = a szogére

OAB/Z =0BAZ=«. 1 pont

Az OAMX cstcsai az OM szakasz, mint 4tmérd f61¢ irt Thalész-koron vannak, erre illeszkednek az
A és X pontok, ezért OAMX sziikségképpen hiirnégyszog. 1 pont

Az OAMX huarnégyszog koriilirt korében az OAXL és OMXZ szdgek azonos ivhez tartozo keriileti
szogek, ezért a kertileti szogek tétele és OAXZ = OABZ = o alapjan

1) OMX/ =«. 1 pont

Az ONBX négyszogbena B és X pontok az ON szakasz, mint 4tmér 61¢ irt Thalész-koron
vannak, tehat ONBX is hiirnégyszog. 1 pont

Az ONBX hurnégyszog koriilirt korében az OBXZ és ONXZ szdgek azonos ivhez tartozo keriileti
szdgek, ezért a keriileti szogek tétele alapjan OBXZ = ONXZ. Mivel azonban

OBX£Z=0BAZ =¢,

ezért

2) ONX/ =a. 1 pont



Az (1) és (2) osszefliggések szerint az OMN haromszog két szoge egyenld, ezért a haromszog egyenld
szaru, tehat

OM =ON,
ezek a szakaszok az OMN egyenld szart haromszog szarai.

Az OMN egyenl6 szart haromszogben a szarak O metszéspontjabol az MN alapra bocsatott OX
merdleges felezi az alapot, azaz

MX = NX,

¢és éppen ezt akartuk bizonyitani.

Osszesen:

Megjegyzések:

a)  abizonyitashoz felhasznalhatjuk, hogy AXM. = BXN./, mert cstcsszogek. Mivel
OAMX hurnégyszog, ezért a keriileti szogek tétele alapjan a hirnégyszog koré irt korben
AXMZ = AOM/L, tovabba ONBX szintén hurnégyszog, ezért a koré irt korben
BXNZ =BON/, igy AOMZ =BON.L. Az AOM ¢és BON derékszogi
haromszogekben tehat két-két szog nagysaga megegyezik, és ezért a harmadik szogek is
egyenldk, ugyanakkor OA= OB, tehat a két haromszog egybevago. Ebbol kovetkezik,
hogy OM = ON, ebbél pedig a bizonyitando allitas konnyen adodik.

b)  megoldhato koordinata-geometriai eszkdzokkel is, példaul oly moédon, hogy a P pontot
az origdban vessziik fol és a PA egyenest az X tengelynek valasztjuk.

1 pont

2 pont

10 pont



