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MATEMATIKA

II. KATEGORIA
(GIMNAZIUM)

Javitasi—értékelési itmutatd

1. Tekintsiik azokat az Otjegyl szamokat, amelyek az 5, 6, 7, 8 szdmjegyeket tar-
talmazzak és mindegyiket legaldbb egyszer. Mennyi ezeknek az 6tjegyi szdmoknak az
Osszege?

Megoldas: A megadott szamjegyek kozott nem szerepel a 0, ezért mindegyik ugyan-

annyiszor fordul el6 a keresett szamokban mind az 6t helyiértéken. 1 pont
Elegendd tehat megnézni, hogy a négy szamjegy koziil az egyik hanyszor fordul el6 egy
rogzitett helyiértéken. 1 pont

Kivalasztjuk az 6t helyiérték koziil azt a kettét, ahova azonos szamjegy keriil. Ez
10-féleképpen lehetséges, mivel (g) = 10. A megmaradt harom helyre a masik hdrom

szamjegy 6-féleképpen keriilhet. Tgy 10 x 6 = 60 lehet&ség van. 3 pont
Mivel az 5,6,7,8 jegyek mindegyike 60-szor fordul el mind az 6t helyiértéken, ezért a
feladatban emlitett szamok 6sszege 60 - (5+ 6+ 7+ 8) - 11111 = 17333160. 2 pont

Osszesen 7 pont

2. Legyen C az AB szakasz bels6 pontja. Az AB szakasz azonos oldalara emeljiik az
AB, AC és C'B atmérgji félkoroket. A C ponton at az AB-re emelt meréleges egyenes
az AB-re emelt félkorivet a D pontban metszi. Az AD szakasz és az AC-re emelt félkoriv
metszéspontja F, a BD szakasz és a CB-re emelt félkoriv metszéspontja F. Igazoljuk,
hogy az EF egyenes az AC-re illetve C'B-re emelt félkorivek kozos érintGje lesz.

Megoldas: Thalesz tétele alapjan ADB/ = AEC/Z = CFBZ = 90°. 1 pont
A CEDF négyszog tehat téglalap. 1 pont
A téglalap szimmetrikus az oldalainak felez&merdélegesére, igy FDC/ = CEF /.

1 pont
Masrészt FDCZ = DABZ, hiszen mer6leges szari hegyesszogek. 1 pont

Tekintsiik az AEC haromszog koré irt kort és abban az EC hurhoz tartoz6 DABZ ke-
riileti szoget. Imént azt kaptuk, hogy CEF/ = DAB/Z, ebbdl az kovetkezik, hogy CEF /
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az EC hurhoz tartozé érinté szaru keriileti szog, azaz E'F érintGje az AEC haromszog

koré irt kornek. 2 pont
Ugyanigy igazolhato, hogy EF érinti a C'B-re emelt félkorivet is. 1 pont
D
F
E
A C B

Osszesen 7 pont

3. Legyen a; = 1, a sorozat tovabbi elemeit a kovetkezs Osszefiiggés hatarozza meg:

Api1a, = 4(ane1 — 1), n pozitiv egész

Igazoljuk, hogy a sorozat elsé 2025 darab tagjanak szorzata nagyobb, mint 22014,

Megoldas: A képzési szabély alapjan a sorozat els6 néhény eleme:

4 6 8 10
ap =1, a=-, a3= = a5:€,

, 1 t
3 pon

A sorozat elsé tagjait tekintve kialakulhat a sejtés, hogy a, = f—f:l Ezt teljes indukcioval
igazoljuk. 1 pont
Kezd6 lépés: ha n = 1, akkor a definicié alapjan a; = 1 és valéban 2L = 1. 1 pont

1+1
Indukcios 1épés: feltessziik, hogy az allitas igaz n-re és ennek segitségével bebizonyitjuk

n+ 1-re. Az alabbi szamoléasban elGszor a,, . 1-et kifejezziik a feladatban megadott rekurziv
Osszefiiggés segitségével, alkalmazzuk az indukcios feltevést, majd kiszamoljuk a,1-et és
megkapjuk a bizonyitandot.

4 4 4 2(n + 1) 5ot
An4+1 = = 2n  dntd—2n : pon
4 — Qg 4 — n_+1 —T‘:—-l-l n + 2

A sorozat elsG 2025 tagjanak szorzata igy kdnnyen szamolhato:

2 22 23 2-4 25 2~2025_22025

" - 1 pont
23 14 5 6 2026 2026 pon
Most igazoljuk, hogy ez nagyobb, mint 22014
22025 211 2048
_ 92014 _ 92014, < 92014 1 "
2026 2026 2026 pon

Osszesen 7 pont
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4. Az ABC haromszog keriilete 12 cm, teriilete 6 cm?. Legyen P az ABC haromszog
egy belsé pontja. A P pontnak a BC, C'A és AB oldalak egyeneseire vonatkoz6 meréleges
vetiiletei legyenek rendre D, E és F'. Tekintsiik az alabbi Osszeget

BC N CA N AB

PD PE PF’

(a) Hatarozzuk meg S minimalis értékét.

(b) A haromszog mely P bels6 pontjara lesz S értéke minimalis?

S:

Megoldas: Jelolje a haromszog oldalait a szokasos modon a, b, és ¢ és legyen tovabbé
PD =2z, PE =y és PF = z. Ezen jelolésekkel

a b ¢

S=—+-+-.

xr Yy oz
Az ABC haromszog T' teriilete az ABP, BC'P és C'AP haromszogek teriiletének ossze-
gével egyenls. Igy 2T = ax + by + cz = 12cm?. 1 pont

Mivel T' rogzitett, ezért S pontosan akkor lesz minimalis, amikor 27'S, ezért vizsgaljuk
ez utobbit:
a b ¢
2TS = (ax + by + cz) (——l——+—) 2 pont
xr oy oz
A szorzast elvégezziik és kihasznaljuk, hogy pozitiv szam és reciprokanak Gsszege leg-
alabb 2:

2TS=a2+bQ+02+ab(§+y)+bc(y+5>+ca<f+§>2
y 2y xr oz

> a® + b + ¢ + 2ab + 2bc + 2ca = (a + b+ ¢)* = (12cm)? 2 pont

A becslés soran hasznalt £+ £ > 2 egyenl6tlenségben akkor és csak akkor van egyenldség,
ha z = y. 2TS és egyuttal S tehat akkor lesz minimalis, ha x = y = 2z, azaz P a
haromszog beirt kérének kozéppontja. Mivel 27 = 12cm? és 27°S minimumanak értéke
(12cm)?, ezért S minimalis értéke 12. 2 pont

Osszesen 7 pont

5. Oldjuk meg a valdés szamok halmazan az aldbbi egyenletrendszert

sin? x + cos?y = y%, sin®y + cos®x = 2%

Megoldas: Mivel sin®x 4 cos?x = sin®y + cos’y = 1, ezért a kitlizott egyenletek

0sszegébdl a kovetkezot kapjuk:
(1) 2’4yt =2

1 pont
A feladatban szerepl6 egyenletek megfelel§ oldalainak a kiilonbségét vizsgéljuk és fel-
hasznaljuk, hogy cos?z = 1 —sin® x és cos?y = 1 — sin®y. Ekkor

sinx — (1 —sin?z) + (1 —sin?y) — sin?y = y* — 22,

OKTYV 2014/2015 3 1. fordulé



Matematika II. kategoria

amibdl a kovetkez6t kapjuk:
(2) 2sin? x + 2% = 2sin’ y + 3

1 pont

Az (1)-es egyenletbdl kovetkezik, hogy z és y is a [—v/2;v/2] intervallumban van.
(Ugyanezt megkaphatjuk kozvetleniil a kiindulasi egyenletekbdl is, hiszen —1 < sinz <1
és —1 <cosz <1.) 1 pont
Ha z és y kielégitik (1)-et, akkor az abszolut értékiik is megoldas. Ugyanez igaz a (2)
egyenletre is, mivel a valtozok mésodik hatvanyon szerepelnek, illetve a szinusz fliggvény
paratlan és az is a négyzeten szerepel. 1 pont

Hasznaljuk ki, hogy v2 < 7, a 2sin’ 2 és x? fiiggvény egyarant szigoriian monoton

n6vs a [0;v/2] intervallumon, tehat az dsszegiik is. 1 pont
Tehat (1) és (2) csak akkor teljesiilhet, ha |z| = |y|. 1 pont

Ezt (1)-gyel Osszevetve a kovetkezs négy (z;y) megoldaspart kapjuk:
(L1 (-1 (=L1) (=L-1). 1 pont

Osszesen 7 pont
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