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Javitasi—értékelési utmutatd

1. Legyen n 2-nél nagyobb egész szam. Egy konvex n-szog harom cstucsat kivalasztva

22
35 annak a valoszintisége, hogy a kivalasztott csiicsok altal alkotott haromszégnek nincs

kozos oldala a sokszoggel. Hatarozzuk meg a sokszog oldalszamét.

Megoldas: A valoszintiséget tgy szamoljuk ki, hogy azon haromszogek szadmat, me-
lyeknek nincs koézos oldala a sokszoggel, elosztjuk az Gsszes kivalaszthaté haromszog sza-
maval. 1 pont

n
A lehetséges n csiics koziil harmat kivalasztva Osszesen (3) haromszoget kapunk.

1 pont

Az Osszes haromszog szamabol le kell vonnunk azokat, amelyeknek két oldala is az

eredeti sokszognek oldala. A két oldal kdzos csiicsa az ilyen héromszoget egyértelmiien

meghatarozza és ez n-féle lehet, ezért ilyenbdl n van. Ha csak egy kozos oldala van a

haromszognek és a sokszognek, akkor a haromszog harmadik cstcsa (n — 4)-féle lehet, igy
a kovetkezo egyenletet kapjuk:

(3) n—nn-4) = % 2 pont

(5) 35

Mivel n nem lehet 0, a bal oldalon &ll6 tértben n-nel egyszersithetiink. Az egyenletet
rendezve a kovetkezd masodfoki egyenletet kapjuk:

13n? — 249n + 656 = 0. 1 pont

A kapott egyenletnek egy pozitiv egész megoldasa van a 16, tehat a sokszdg 16 oldala.
2 pont

Osszesen 7 pont
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2. Egy trapézrol tudjuk, hogy elmetszhet6 az alapokkal parhuzamos egyenessel gy,
hogy mindkét keletkezett rész-trapézba kor irhat6. A trapéz alapjai a, illetve b hosszuak.
Mekkora a trapéz keriilete?

Megoldas: Az dbra jeloléseit hasznéljuk, a trapéz kiegészité haromszogének csicsa
legyen P. Megmutatjuk, hogy a CDFE trapéz hasonlé az FF AB trapézhoz. Tekintsiik
azt a P kozépponti nagyitast, ami C'D-t EF-be viszi Ez a nagyitas az F'DCZ szoget
AFE/ s76gbe viszi, tehat a D csucsnal levs szogfelezt az F' cstcesnél levs szogfelezébe.
Ugyanez igaz C-nél és F-nél. Ebbdl kovetkezik, hogy az iménti nagyitas a CDFE beirt
korét az EFAB beirt korébe viszi és igy F'E-t éppen AB-be. 3 pont

*— e

A K B
Legyen EF = d. A hasonlosag alapjan b: d = d : a és ebb6l d = Vab. 2 pont

Kihasznaljuk, hogy kiils6 pontbol a korhoz huzott érinté szakaszok egyenlék AK =
AN, BK = BL, LE = EM, MF = FN, igy FA+ AB + BE = d + 2a. Hasonl6an
FD+ DC+ CFE = d+ 2b. A trapéz keriilete tehat

2a + 2b + 2d = 2(a + b+ Vab). 2 pont

Osszesen 7 pont

3. Egy tudoményos kutatdsban n tudos dolgozik egyiitt. Barmely két tudos elére meg-
allapodik, hogy egymaés kozt milyen nyelven leveleznek a kutatas négy hivatalos nyelve
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koziil. A levelezés oda-vissza ugyanazon a nyelven torténik két tudos kozott. Egy tu-
dost akkor neveziink szervezének, ha legalabb 4 mésikkal ugyanazon a nyelven levelezik.
Legfeljebb mekkora lehet n, ha nincs koztiik szervezG?

Megoldas: Legyenek a tudosok egy graf pontjai, a pontok kozti éleket négy szinnel
szinezziik a szerint, hogy a pontoknak megfelel§ tuddsok kozti levelezésben melyik nyelvet

hasznéaljak. 1 pont
Mivel nincs szervezd, ezért minden pontbél mind a négy fajta szinbdl legfeljebb harom
él indulhat, ezért minden pont foka legfeljebb 12, azaz n legfeljebb 13. 1 pont

Ha n = 13 lehetséges lenne, akkor minden egyes pontbol mind a négy szinbél éppen 3
él indulna. Ekkor csak az egyik szint vizsgilva 13 darab harmadfokt pont lenne, igy 39
végpontja lenne ezen éleknek. Masrészt minden élnek két vége van, igy a vizsgalt szint
Osszes ¢l végpontjainak szama paros kell legyen. Ebbd&l kdvetkezik, hogy n = 13 nem
lehet. 2 pont
Megmutatjuk, hogy n = 12 lehetséges, igy ez a feladat kérdésére a véilasz. Legyen a
12 pOIlt Al, AQ, A3, A4, Bl, Bg, B3, B4, Cl, CQ, Cg, 04. Az A betis pOHtOk kozti élek
legyenek pirosak, a B jeliiek kozt kékek, a C' jeltek kozt sargak. Ha két pont betiijele
kiilonb6z6, de szama azonos, akkor legyen a koztiik futo él zold. Ha i # j, akkor az A;
és B; pontok kozti él legyen sarga, az A; és C; kozti él kék, a B; és C; kozti él piros. Igy
minden pontbdl két zold él indul, a piros, kék és sdrga mindegyikébdl pedig harom.
3 pont

Osszesen 7 pont

4. Hatarozzuk meg, mely pozitiv egész a, b, ¢ szamokra teljesiil az alabbi egyenlet:

al bl =al +bl+ ¢! (1)

Megoldas: Feltehet, hogy a < b. (1)-et atrendezve és szorzatta alakitva a kovetkezét
kapjuk:

(al=1)(b'—1) =cl+ 1. (2)
Nem lehet a = 1, mert akkor (2) bal oldala 0, mig a jobb oldala pozitiv. Nem lehet a = 2
sem, mert akkor b! = ¢! + 2, aminek nincs megoldasa. A tovabbiakban a > 2. 1 pont

(i) Tegyiik fel, hogy a < b. (1)-et vizsgalva a! osztja a bal oldalt és a jobb oldali Gsszeg
els két tagjat, tehat a! osztja c!-t, amibdl a < ¢ kovetkezik.

1 pont
Ha a = ¢, akkor (1)-et al-sal osztva
b!
| = _
bl =2+ o (3)
adodik, amib6l a < b miatt kovetkezik, hogy a + 1 osztja (3) bal oldalat és a jobb oldal
méasodik tagjat, igy a 2-t is, ami a > 2 miatt nem lehet. 1 pont
Ha a < ¢, akkor (1)-et al-sal osztva a kovetkezst kapjuk
b! !
Bl=1+—+5.
al  al
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A bal oldal oszthaté a + 1-gyel, a jobb oldal mésodik és harmadik tagja is, igy az 1 is,
ami a > 2 miatt nem lehet. 1 pont
(ii) Hatra van az az eset, ha a = b. (1)-et al-sal osztva

|
Ad=2+5=2+(a+1)(a+2)..c (4)
a.

ahol a bal oldal oszthat6é 3-mal, a jobb oldalon a 2 nem oszthatd, tehat a jobb oldal
méasodik tagjanak 3-as maradéka 1. Ez a tag, azaz (a + 1)(a + 2)...c, nem lehet kettd,
vagy tobb tényezds, mert ekkor 3-as maradéka 0 vagy 2. 2 pont

Tehat ¢ = a + 1, ekkor (4) igy néz ki: a! = 2+ a + 1 aminek egyetlen megoldasa
az a = 3. A kittizott (1)-es egyenletnek egyetlen (a,b, c) szamharmas tesz eleget és ez a
(3,3,4). 1 pont

Osszesen 7 pont
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