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1. Oldja meg a vals szamok halmazan a v Va3 + x - VZ ++/2 - vx + V8 = 8 egyenletet.

Megoldas:
A négyzetgyok értelmezése miatt x > 0.

Az x > 0 feltétel miatt a négyzetgyokvonas azonossaga alkalmazhato, és igy

Vxd3 =x-Vx,
valamint
V8=2:2. 1 pont

Ennek alapjan az eredeti egyenletet atalakithatjuk a kovetkezéképpen:

(D \/x-(\/}+\/§)+\/2-(\/§+\/§)=8. 2 pont

Az (1) egyenlet bal oldalan a v/+x + V2 tényezot kiemelhetjiik, és igy

(2) /\/E+\/§-(\/§+\/§)=8. 2 pont
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A (2) egyenlet bal oldalanak zarojeles kifejezését vx + V2 = |(Vx + \/E)2 alakban frva azt
kapjuk, hogy

(Vx+v2) =38,

amelybdl a négyzetgyokvonas azonossaganak alkalmazasaval adodik

(3) </\/§+\/§> = 23, 2 pont

A feltételek alapjan a (3) egyenlet csak ugy allhat fenn, ha

,/\/§+\/§=2,
azaz

(4) Vx=4—-+2.
Mivel 4 —+/2 > 0, ezért a (4) egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelhetjik:

x =18 —8V2. 2 pont

Atalakitasaink a feltételnek megfeleld szamhalmazon ekvivalensek voltak, ezért a kapott
pozitiv szdm a feladat egyetlen megoldéasa. 1 pont

Osszesen: 10 pont
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2. Adja meg az 6sszes olyan haromszdget, amelynek egyik oldala 10 egység hosszlséagu,
és a sz0gei szamtani sorozatot alkotnak, az oldalai pedig

a) Sszamtani
b) meértani
sorozatot alkotnak.

Megoldas:
Vizsgéaljunk egy haromszdget, amelyre a feladat feltételei teljestinek.

Nem serti az altalanossagot, ha a haromszdg szdgei altal alkotott szamtani sorozat &
kiilonbségérdl feltessziik, hogy § = 0.

Ekkor a haromszog szdgeit a kovetkezoképpen jelolhetjiik:
a=B-6 B v=p+6.

A héromszdg szOgeinek 0sszege 180°, tehat f—&+ B+ B + 6 = 180°, ahonnan a
miiveletek elvégzésével és egyszerisitéssel

B = 60°. 2 pont

A § = 0 feltétel miatt az is teljesil, hogy
a<f<y.

A feladat a) részének megoldasahoz a keresett haromszog a; B; y szogeivel szemben levd
oldalak hosszat a tovabbiakban rendre a; b; c-vel jeldljuk.

Minden haromszogre igaz, hogy nagyobb szdggel szemben nagyobb oldal van, és megforditva,
ezért « < B < y alapjan az is igaz, hogy

a<b<c 1 pont

Ezért, ha egy haromsz6g oldalai egy szamtani sorozat kdzvetlen egymas uténi tagjai, akkor a
szamtani sorozat tulajdonsaga alapjan csak
a+c

® b=—
allhat fenn. 1 pont
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Felirjuk a koszinusztételt a haromsz6g b oldalara és a vele szemben fekvo f = 60°-0s szogre:
b? = a® + c? — 2ac - cos 60°,
ahonnan

cos 60° =

és (1) felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

2

a® + 2ac + c?

_ 2 2
=a“+c“—ac.
4

Ebbdl a miveletek elvégzésével és rendezéssel, illetve egyszertsitéssel adodik, hogy

a’> —2ac+c*=0,
illetve

2 (a—c)?>=0. 1 pont
A (2) egyenlet szerint csakis a = c lehetséges, amelybdl (1) alapjan

a=b=c
is kovetkezik.

Ez pedig azt jelenti, hogy az a) feladatbeli haromszdg szabalyos, amelynek oldalai egy 0
killonbségii szamtani sorozat tagjai, vagyis a haromsz6g minden oldala 10 egység hosszlsagu. 1 pont

Vizsgaljuk most a feladat b) részéhez tartoz6 haromszéget, amelyben a fentiek szerint egyrészt
B = 60°, masrészt a szogekre és a veliik szemben fekvé oldalakra ezuttal is teljesul, hogy

a<f <y,
illetve
a<b<c.

Mivel most az oldalak egy mértani sorozat kozvetlen egymas utani tagjai, ezért a mértani sorozat
tulajdonsaga szerint

3) b =+ac. 1 pont

Ismét felirjuk a koszinusztételt a haromszdg b oldalara és a vele szemben fekvé f = 60°-0s
szogre, amelybdl (3) és
cos 60° = >
alkalmazasaval kovetkezik, hogy
ac = a? + c? —ac.
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Ebbdl rendezés utan azt kapjuk, hogy
a’? —2ac+c* =0,
illetve a bal oldalon szerepld teljes négyzet miatt
(4) (a—c)?=0. 1 pont
A (4) egyenletbdl kovetkezik, hogy csak a = c¢ lehetséges, amelybdl (3) szerint

a=b=c
is adddik.

Kapott eredményink ekvivalens azzal, hogy a b) feladatban keresett haromszdg is szabalyos,
amelynek oldalai egy 1 kvociensti mértani sorozat tagjai, tehat a haromszdg minden oldala 10
egység hosszusagu. 1 pont

Azt az eredményt kaptuk, hogy amennyiben egy haromsz6g szdgei szamtani sorozatot
alkotnak, akkor egyrészt a haromszdg egyik szége 60°-0s, masrészt, ha ezenkivil az oldalak
hosszai szamtani, vagy mértani sorozat kdzvetlen egymas utani tagjai, akkor ezek a feltételek
csak a szabalyos haromszogre teljesulnek.

Ezért a kezdeti feltételt is figyelembe véve a feladat a) és b) részének egyarant csakis a 10

egység oldalhosszusagu szabalyos haromszogek felelnek meg. 1 pont
Osszesen: 10 pont
5

OKTV 2017/2018 dontd fordulo



Matematika I. kategéria szakgimnazium, szakkdzépiskola

3. Ot kiilonbozd szinii, szabalyos dobokockat dobunk fel egyszerre: fehéret, lilat, sargat,
zbldet és kéket.
Rendre F; L; S; Z; K jeldli az egyes kockékkal dobott szdmokat.
Egy dobas E értékét a kovetkezoképpen szamoljuk ki:

HaF =1,akkorE=L-(S+Z + K),
haF =2,akkorE=L-(S+2) +K,
haF =3,akkorE=L-S+Z +K,
haF =4,akkorE=L-S+Z" K,
haF =5,akkorE=L-S-Z + K,
haF =6,akkorE=L-S-Z K.

Hatarozza meg annak a valésziniiségét, hogy E = 70.

Megoldés:

A dobdkockak szabalyosak, ezért az F; L; S; Z; K szamok az {1; 2; 3; 4; 5; 6} szamhalmaz
elemei lehetnek, azaz

(D) F;L; S; Z; K € {1;2;3;4;5;6}.

Tudjuk tovabba, hogy

(2) 70=2-5-7.

Szamoljuk ki az egyes dobésok E értékét az F szam lehetséges értékei szerint.

Legyen eldszor F = 1.
Ekkoraz E = L - (S + Z + K) feltétel, valamint (1) és (2) szerint csak

L=5éS+Z+K=14
lehetséges, hiszen L = 2 esetén S + Z + K = 35 lenne, mikdzben nyilvanvald, hogy
S+7Z+K <18.
Az S + Z + K = 14 6sszeg tobbféleképpen is létrejohet, ezeket az alabbi tablazatban

gyljtottiik 6ssze, amelyben rogzitettiik azt is, hogy az egyes kockékon szerepld szdmok
hanyféleképpen allhatnak elo:

A dobott szamok Osszeg Hanyféleképp?
6 6 2 14 3
6 5 3 14 6
6 4 4 14 3
5 5 4 14 3
6
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A téblazat szerintaz S + Z + K = 14 0sszeg 6sszesen 15-féleképpen allhat el6. 2 pont

Legyen most F = 2.
Ekkor a feltétel szerint teljestlnie kell az

L-(S+Z2)+K =70
0sszefliggesnek.

Ha L < 5,akkor L-(S+ Z) < 5(6 + 6) = 60, amelybdl K > 10 kdvetkezne, ez nyilvan
nem lehetséges.

Ezért, (1)-et is figyelembe véve csak L = 6 esetén van megoldas.
Ekkor csakis S + Z = 11 fordulhat el6, amelyhez K = 4 tartozik.

Ez két Ujabb esetet jelent, mert S + Z = 11 csak
S=6;Z=5vagyS=572=6
formaban johet létre. 1 pont

Ha F = 3, akkor E = L - S + Z + K jobb oldalanak minden szama helyébe a lehetséges
legnagyobb szamot irva azt kapjuk, hogy E < 48.
Tehét, ha F = 3, akkor a feltétel alapjan E = 70 nem val6sulhat meg. 1 pont

Legyen most F = 4.
Ekkoraz E = L - S + Z - K szerint E maximalis értéke 72, amelyet (igy kapunk, hogy az

L=S=Z=K=6

helyettesitést végezziik el a feltétel jobb oldalan.

Ezt az 6sszeget 2-vel kellene csdkkenteniink a sziikséges E = 70 értékhez.

De ha csak az egyik kockan is 6-0stol kiilonb6z6 szam all, akkor legalabb 6-tal

csokkentettiik a maximalis E = 72 értéket.

Ezért F = 4 sem lehetséges. 1 pont
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Ha F = 5,akkoraz E = L - S - Z + K feltétel miatt a kék kockan dobott szam szerint érdemes
L; S; Z lehetséges értékeit vizsgalni, figyelembe véve, hogy E = 70.

A feltételben szerepld L - S - Z szorzatot minden lehetséges K éerték esetén harom egesz szam
szorzatara bontjuk. Ugyanakkor (1) miatt kizarjuk azokat az eseteket, amelyekbenaz L - S - Z
szorzat primtényez6s felbontasaban valamelyik prim 6-nal nagyobb.

Ha K =1,akkorL-S-Z = 69 = 3 - 23, ami nyilvan nem fordulhat el6, mert a 23
primszam, és ilyet szabalyos dobdkockéval nem dobhatunk.

Ha K = 2,akkor L-S-Z = 68 = 2217, igy ez sem lehetséges, mert a 17 prim 6-nal
nagyobb.

Ha K = 3, akkor L-S - Z = 67, ez primszam, ilyet tehat nem tudunk dobni.

Ha pedig K = 4, akkor L-S+-Z = 66 = 2-3-11, és mivel a 11 primszam is 6-nal nagyobb,
igy ez sem valosulhat meg.

A K =5 eset sem fordulhat el6, mert ekkor L - S+-Z = 65 = 5-13 lenne, és 13 prim,
szabalyos dobokockaval pedig 13-as nem dobhatd. 2 pont

Végil, haK = 6,akkor L+ S+ Z = 64 = 2°.

Most az L - S - Z szorzatban nincs 6-nal nagyobb primtényez6, masrészt ez a szam csakis
egyféleképpen bonthato fel harom olyan egész szdm szorzatéra, amelyek mindegyike
megfelel az (1) feltételnek, mégpedig

L-S-Z =64=4-4-4.
Ezért, ha F = 5, akkor csak a K = 6 érték felel meg a feltételnek, vagyis egyetlen Uj esetet

talaltunk. 1 pont

Ha pedig F = 6, akkor E = L - S - Z - K miatt a dobas értéke nem lehet 70, hiszen az egyik
kockaval 7-est kellene dobnunk, de ez (1) szerint nem valdsulhat meg. 1 pont

Minden lehetséges esetet megvizsgaltunk, és azt kaptuk, hogy a feltételek figyelembe
vételével az E = 70 érték 6sszesen 18-féle modon allithaté eld.

Az Gsszes lehetséges dobasok szama 6° = 7776.

fgy annak a valésziniisége, hogy a fehér, lila, sarga, zold és kék szabalyos dobokockakat
egyszerre feldobva a dobés értéke a feltételeknek megfeleléen E = 70 legyen:

18 1

PE=70)=c—=—=.
( )= 7776 = 12 1 pont
Osszesen: 10 pont
8
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