1. feladat (AD_HALADOK_2001_3ford_lkat_1fel)
Aza,b,c,degészszamokraa < b < ¢ < dteljesil Tudjuk, hogy az
E=(b—a)(b+c+d)(ct+a+d)+(c—b)(ctatd)(at+b+d)+(a—c)(atb+d)(b+c+d)

kifejezés értéke primszam. Mi ennek a primszamnak az értéke?
1. megoldas (AD_HALADOK_2001_3ford_lkat_1fel_1mego)
A megadott kifejezést atalakitva az

(a—b)(b—c)(c—a)

kifejezést kapjuk. Ez primszam értéket csak akkor vehet fel, ha 2 tényezd6 1, ill. -1, és a harmadik p v. -p.
(a-b)<0
(b—¢c) <0
valamint
la=b|<[c-a]
|b—c|<|c—a]

kovetkezik a feladat allitasabdl, tehat p ill. -p csak (c—-a) lehet, mert az a legnagyobb abszolutértékii a harom tényezo
kozul, ezért

(a-b)=1
(b—c)=1
c=at2
(c—a)=2

emiatt a 2 az egyetlen prim érték, amit a kifejezés felvehet.



. feladat (AD_HALADOK_2001_3ford_lkat_2fel)

Az ABC derékszogu haromszdg BC befogdjanak D pontjaban az AD szakaszra allitott merdleges az AB atfogét az E
pontban metszi. Az E pontBC-re es6 merobleges vetlilete az F pont. Bizonyitsuk be, hogy a CF szakasz hossza akkor
minimalis, ha a D pont rajta van az A csucsbdl indulé szégfelezén.

1. megoldas (AD_HALADOK_2001_3ford_lkat_2fel_1mego)

oF

Az ABC haromszbdgben EF parhuzamos AC-vel, igy a parhuzamos szelok tétele szerint

BF BE
BC BA
BA
BE=BF
BC

BA/BC barmilyen F és E pont esetében allando, igy BE a BF linearis figgvénye. Tehat amikor BF maximumat keressuk -
ami ekvivalens CFminimumanak keresésével -, elég BE maximumat keresni.

A feladat szerinti, a BC oldalon futé D pontot jeldlie R, ha rajta van CAB! felezojén is. Az ehhez tartozo E pont jele legyen
S,F-éT.

ARS haromszog derékszogli, ezért a korlilirhatd kérének a kézéppontja AS szakasz felezépontja (O). igy OARTI=0RAL
=a.

ACR haromszdg is derékszogu, és az A-nal levo szdge a, igy ARC1=90-a. Ebbdl az kévetkezik, hogy RO BC,

mert CRO[1=90-0+0=90.

Tekintsik az ARS haromszdget, melynek az eddig eimondottak miatt BC nyilvan érinti a koréirt korét (merdleges

az OR sugarra és a végpontjan, R-en megy at). Emiatt ha a BC-n fut6 D pontra D # R, akkor ADS[] < 90. Ekkor az AD',
ill. AD" szakaszokra D'-ben ill. D"-ben allitott meréleges AB-t a BS szakaszon metszi



igy a kaphat6é BE szakaszok nem nagyobbak BS-nél, és a feladat allitasat bizonyitottuk.

1. feladat (AD_HALADOK_2001_3ford_lkat_3fel)

a) Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan k egész szam van, amelyre k és k + 1 is két pozitiv egész szam négyzetének
Osszegekeént irhato fel.

b) Igazoljuk azt is, hogy nem létezik olyan k egész szam, amelyre a k, k + 1, k + 2 és k + 3 szamok mindegyike
felbonthatd két négyzetszam OGsszegére.

1. megoldas (AD_HALADOK_2001_3ford_lkat_3fel_1mego)

a) A négyzetszamok legyenek a2, b?, c?, d?, igy:

k=a%+b?

kt+1=c*+d?

k+1-k=1
c*+d*—a’-b*=1

Ez teljesul, ha c = 1, valamint d, a, b olyan pitagoraszi szamharmas, ahol d a legnagyobb, mert igy:

d2=a2+b2

c2=1

cHd?=a’+b>+1

cHd*—a’-b*=1



Mivel a d, a, b pitagoraszi szamharmast végtelen sokféleképpen valaszthatjuk meg, igy végtelen sok olyan k egész szam
létezik, amelyre a feladat allitasa teljestil.

b) A négyzetszamok 4-es osztasi maradéka 0 v. 1. 4 egymast kovetd szam kozétt van olyan, amelynek a 4-es osztasi
maradéka 3. De 2 négyzetszam 6sszegének osztasi maradéka csak

0+0=0
0+1=1
1+1=2

lehet, vagyis nincs olyan k pozitiv egész, amelyre a feladat allitasa teljesuil.



