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Megoldasok és javitasi atmutato

1. A kardcsonyi védsdrra a 9.c-sek dids és mdkos kifliket készitettek. Mindbdl kicsit és na-
gyot is. A kardcsonyi vasar végén megmaradt kiflik szdmairdl a kovetkez6 megéllapitdsokat
tették:

a) Osszesen 57 darab kifli maradt meg.

b) A mdkos kiflik szdma oszthaté 11-gyel.

c) A nagy mdkos kiflik szdma egyenld a dids kiflik szamaval.

d) A legkevesebb a kis dids kiflibdl van.

e) Minden kifli szdma prim.

Hatédrozzuk meg, hogy melyik kifli tipusbdl hdny darab maradt meg!

Megoldas. Jeloljiik a kis dios kifliket d-vel, a nagy dids kifliket D-vel, a kis makos kifliket
m-mel, és a nagy makos kifliket M -mel.

Az a) dllitds szerint d + D +m + M = 57.

Mivel 57 pératlan, igy van pdros szdmu kifli.

Mivel az e) dllitds szerint minden kifli szdma primszam, és csak egyetlen paros prim van,
és a d) allitas szerint a kis dids kiflibol van a legkevesebb, igy d = 2.

Ezért D+ m+ M = 55. A b) dllitas szerint m + M oszthaté 11-gyel. Mivel 55 is oszthat6
11-gyel, igy D is oszthaté 11-gyel.

De mivel D is prim, igy D = 11.
A c¢) allitds miatt M =d+ D =2+ 11 = 13.
Mivel D =11, igy m + M = 44. Mivel M = 13, igy m = 31.

Tehét kis dids kiflib6l 2, nagy dids kiflib6l 11, kis médkos kiflibdl 31, nagy mdkos kiflibdl
13 darab van. Ezek valdban kielégitik az allitas feltételeit.
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Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Ha a tanul6 indoklas nélkiil kozli a kiflik szdmaét, akkor arra legfeljebb 3 pont
adhat6.



2. Az ABC hdromszdg csdcsait a koré irt kor O kozéppontjara tiikrozve kapjuk az A’,
B’, C' pontokat. Bizonyitsuk be, hogy az AC’ BA'C'B’ hatsz6g oldalainak négyzetdsszege
egyenld a kozéppontnak a hiromszog oldalaitél mért tdvolsdgai négyzetdsszegének nyolc-
szorosaval.

Megoldas.

¢ Hasznéljuk az 4bra jeloléseit és legyen r a harom-
sz0g koré irt kor sugara!
CAC', C'BC, ABA', A’CA, BCB', B'AB sz6-
gek Thalész tétele értelmében derékszogek.

B, Al
\ ) A tikkrozés miatt AB' = A'B, AC' = A'C és
BC'=B'C.
z A megfelel6 derékszogli haromszogekben felirjuk
A - B

Pitagorasz tételét:

(AC')* = (A'C)* = 4 — b,

n2 N2 42 2,
(BC")" = (B'C)" =4r" —a%
(AB')* = (A'B)* = 4% — .

C/

Igy a hatszog oldalainak négyzetdsszege: 247% — 2(a” + b* + ¢?).
Szintén Pitagorasz tétele alapjan:

2 2 2
I S A S o
4+r 4—1—7“ 1

P+ =07

Ekkor: 8(:62 +7 + zz) = 2477 — 2(a2 + 0% + cz).

Ezzel az allitast bebizonyitottuk.
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3. Hatdrozzuk meg a kovetkez fiiggvény szélsGértékét a [—2017;2016] intervallumon:

6% — 24
1@ =3 g
Megoldas.
622 —24  2(32%+38) 40 40

- - _ —a_
I =353 3:2+8 322 +8 322 + 8

Vizsgdland6 a 3z + 8 kifejezés, melynek minimuma van, igy a tértnek maximuma lesz,
s a kiilonbségnek, f-nek minimuma lesz.
A 32% + 8 a minimumét az x = 0-ban veszi fel.

A megadott zért intervallumon a fiiggvény a [—2017;0] intervallumon szigordan monoton
csokkend, illetve a [0;2016] intervallumon szigorian monoton novekva,
igy a megadott intervallumon a fiiggvénynek a két végpontban lokdlis maximuma van.
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-2017% — 24
Az abszolit maximumét x = —2017-ben veszi fel. Ennek értéke L
3-20172+8
1
4. Adott az I + e k egyenlet, ahol k rogzitett valés szam. Mutassuk meg, hogy
x — x —

az egyenletnek minden valés k-ra van megoldasa, és az egyik megoldds mindig 1 és 2 kozé
esik!

Megoldas. Az egyenlete alaphalmaza: R\ {1;2} (z # 1;2).

Ha k = 0, akkor az egyenlet az © — 1 = —(z — 2) elsGfokd egyenletre vezet, ennek megol-

3
désa x = 7 megfelel a feladat feltételeinek.

Ha k # 0, akkor az R\{1;2} halmazon az eredeti egyenlet ekvivalens a
kx> —x(Bk+2) +2k+3=0

madsodfoku egyenlettel.

Ennek diszkrimindnsa k> 4+ 4 minden val6s k esetén nagyobb 0-ndl, igy az egyenletnek min-
dig van megoldésa.

A madsodfoku kifejezés értéke x = 1 esetén minden k-ra +1, x = 2 esetén —1, igy az alap-
halmazon kiviili 1 és 2 soha nem gyoke az egyenletnek.

A madsodfoku fiiggvény folytonossdga miatt viszont +1 és —1 kozott fel kell vennie a fiigg-
vénynek a 0-t is.

Ez azt jelenti, hogy az egyenletnek biztosan van gyoke az |1;2]-ben.
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5. a) Seholsincs orszdgban 5 véros van. Az orszdgban haromféle kozlekedési eszkdzzel lehet
utazni, busszal, vonattal és repiilovel. Barmely két varos kozott pontosan egy kozlekedési
eszkoz haszndlhaté kozvetleniil. Igaz-e, hogy mindenképp kivdlaszthaté két véros és egy
kozlekedési eszkoz ugy, hogy az egyik varosbdl a masik nem elérhetd, még atszallasokkal
sem, ha csak a kivélasztott eszkdzt hasznaljuk?

b) Mi volna a helyzet 6 vdros esetén?

Megoldas. a) Igen, mindig kivélaszthat6 két varos és egy kozlekedési eszkoz a kivant mo-
don.

Osszesen % = 10 kozlekedési utvonal van.

Ha minden kozlekedési eszkozt legaldbb négy ttvonalon haszndlndnk, akkor az dtvonalak
szdma legaldbb 3 -4 = 12 lenne. Ez tobb, mint 10, tehat van olyan eszkoz, amit legfeljebb
3 tdtvonalon hasznélhatunk.

Megmutatjuk, hogy még 3 ttvonal esetén is van két varos, amik kozott ezen eszk6zzel nem
lehet utazni. A 3 1t csak 4 1ényegesen kiilonb6zé mddon helyezkedhet el és kénnyen lat-
szik, hogy egyik sem megfeleld. Példaul a négyzettel jelolt varosok kozott nincs lehetdség
utazasra.

[ ]
L] -/ » L] L] »
Egy masik méd ezen rész megmutatdsira: Gondoljunk arra, hogy egyesével felépitjiik a ha-
rom tutvonalat. Kezdetben 6t csoportban vannak a varosok ugy, hogy egyikbdl sem lehet el-
érni a tobbit. Ha két csoport k6z¢é épitiink egy utat, akkor azok Osszeolvadnak, és a cso-
porton beliil elérhet6vé valnak a varosok. Mivel csak harom utat épitiink fol, a végén még

mindig van legaldbb két csoport. Mivel a két csoport kozott nem vezet dt, nem lehet eljutni
az egyikbdl a masikba.

b) 6 varos esetén lehetséges, hogy nincs megfelel vélasztds.

A kovetkezd dbran mutatunk egyet a lehetséges ellenpéldak koziil. A harom szin a harom
kozlekedési eszkozt mutatja.

Helyes ellenpélda mutatasa.
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