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1. feladat
. L . (£ Al . . 2009
[gazoljuk, hogy egy 2009 cstcsu teljes graf élei megszamozhatok az 1,2,. ..,( 5 )
szamokkal gy, hogy az egy csticsba befuto élek szamainak az 6sszege semelyik két cstcsnél
se legyen azonos.

Megoldas: A tetszbleges n > 3-ra vonatkoz6 megfelel allitast teljes indukcioval igazoljuk.
Az allitas n = 3-ra nyilvanvalo. (1 pont)

Tegyiik fel, hogy az allitas n — 1-re igaz, és vegyiink egy n cstcsu teljes grafot. Ebben
egy n — 1 cstcst teljes részgraf éleit szamozzuk meg az 1,2,...,k = ("51) szamokkal
gy, hogy az egy csiicsba befuté élek szdmainak az 6sszege semelyik két csticsnél se legyen
azonos (ezt az indukcios feltétel alapjan megtehetjiik). (1 pont)

Jeldlje ezt az n — 1 cstcsot ¢q,...,c,—1 €s a ¢; csucsba befuto élek szamainak 0sszegét
a; agy, hogy a1 < as < --- < a,_1 teljesiiljon.

Most megadjuk a kimaradt n-edik csticshoz tartozo élek szdmozéasat: az onnan a ¢;

csticsba vezetd él szama legyen k+¢ (i =1,2...,n —1). (3 pont)
Ekkor a ci,cs,...,c,—1 csticsba futod élek szdmainak Osszege rendre a1 + k + 1 <

as +k+2< - <an—1+k+ (n—1), tovibba az n-edik csticsba futo élek szamainak
osszege ezeknél nagyobb, hiszen a legnagyobb n — 1 szam keriilt azokra az élekre. Igy az
n csucsu teljes graf éleinek egy megfeleld szdmozasihoz jutottunk. (2 pont)

1



2. feladat

Szerkessziink haromszoget, ha ismert egy oldala, tovabba a beirt és a koriilirt kor
sugara. (Feltessziik, hogy létezik a megadott adatokkal haromszog, igy a megoldhatosag
feltételéet nem kell vizsgalni, csak a megoldasok szamat.)

Els6é megoldas: Jelolje a az adott oldalhosszt, a a szemkozti szoget, r és p a koriilirt,
illetve a beirt kor sugarat. A koriilirt korben az a hosszusagi hirhoz 2a kézépponti szog

tartozik, igy « az a, r, r oldala haromszog segitségével megszerkeszthetd. (1 pont)
Rogzitsiik az a hossziisdgi BC' oldalszakaszt. A haromszognek ez az oldala a beirt
kor K kozéppontjabol 180° — (/2 + v/2) = 90° 4 /2 szigben latszik. (2 pont)
A
e K
r 20 r
p
a B/2 Y/2
B a C

Ezért a K pontot egy ehhez a sz6ghtz tartozd 1atdszog-koriv, valamint a BC egyenestdl
p tavolsagra halado parhuzamos e egyenes kozos pontjaként nyerhetjiik. Megszerkesztjiik
a beirt kort a most kapott K kdézépponttal és az adott p sugarral, és végiil a B-bél és C-bél
hizott érinték metszéspontjaként elgall az A cstcs. (2 pont)

Diszkusszio: A megoldésban az « szogre két, egymast 180°-ra kiegészits érték adodik
(amelyek kiilonb6z6k, hacsak nem a = 2r) aszerint, hogy a koriilirt korben melyik (konvex
vagy konkav) kozépponti szoget valasztjuk az a hosszusaga hurhoz. Ha a-t rogzitettiik,
akkor a szerkesztés tovabbi 1épései mar egybevagosag erejéig egyértelmiien szolgaltatjak a
megoldast. A megoldasok szama 1 vagy 2 aszerint, hogy az a megvalasztasabol adodo két
lehetséges latoszog-koriv koziil az e egyenesnek csak az egyikkel, vagy mindkett&vel van
k6zos pontja. (2 pont)

Masodik megoldas: Hasznaljuk az elsé megoldés jeloléseit. Az elsé megoldéshoz hason-
loban megszerkesztjiik az o szoget. (1 pont)




Megrajzoljuk az A cstcst, a nagysagu szogtartomanyt és megszerkesztjiik a szarakat
érints p sugara kort, amely a szerkesztendd haromszog beirt kore lesz. (1 pont)

Az A cstucsbol huazott érintészakaszok hossza s — a, ahol s a haromszog félkeriiletét
jeloli. Az érintGszakaszokat a-val meghosszabbitva a BC' oldalhoz hozzairt kor érintési
pontjaihoz jutunk. Megszerkesztjiik ezt a hozzairt kort. Végiil a két kor egyik belsd kozos
érintGegyenese a szogszarakbol kimetszi a B és a C' csucsot. (3 pont)

Diszkusszio: Az els6 megoldashoz hasonloan a-ra 1 vagy 2 lehetséges szogérték adodik.
Ha a-t rogzitettiik, a megoldas méar egybevigosig erejéig egyértelmt, de nem feltétleniil
létezik mindkét esetben (a megoldas adott esetbeli 1étezéséhez a két megszerkesztett kornek
nem szabad egymésba nytlnia). (2 pont)

Harmadik megoldas: Hasznaljuk az els6 megoldas jeloléseit, tovabba legyen d a beirt
kor és a koriilirt kor kdzéppontjanak a tavolsaga. Az Euler-féle d? = r? —2pr képlet alapjan
d mértani kozéparanyos r és r — 2p kozott, ezért megszerkeszthetd. (2 pont)

r r-2p

Vegyiik {6l az O és a K pontot egymastol d tavolsagra, és rajzoljunk koriilottiik kort
r, illetve p sugarral; ezek lesznek a a megszerkesztendd haromszog koriilirt, illetve beirt
kore. (1 pont)
Olyan a hossztisdgt BC hirt kell talalnunk a nagyobbik korben, amely érinti a kisebbik
k kort. Az a hossziusagu harok érintik az O kozépponta, /72 — (a/2)? sugart m kort
(illetve athaladnak O-n, ha a = 2r). Megrajzoljuk az m kort. (1 pont)
A keresett BC hart megkapjuk mint a k és az m kor kozos érintGjének (illetve az O-bol
m-hez hizott érintének, ha a = 2r) a koriilirt kdrbe esd szakaszat. Veégiil az akir B-bél,
akar C-b6l m-hez htuzott méasik érinté a koriilirt korbél kimetszi az A cstcsot. (1 pont)
Diszkusszio: Az a = 2r esetben egybevagosag erejéig egyetlen (derékszogi) megoldas
van. Ha a < 2r, akkor aszerint kapunk 1 vagy 2 kiilonb6z6 megoldast, hogy a k és az m
kornek csak kiilsg, vagy pedig kiils6 és belsé kozos érintGje is van (azaz egymasba nytlnak
vagy sem). (2 pont)

Megjegyzés: A feladatban eleve feltettiik, hogy az a, r, p adatok valamely haromszoghoz
tartoznak. Ha ezt nem tudnank, felmeriilne a kérdés, hogy milyen feltételeket kell ezekre a
szamokra kironi, hogy egyaltalan létezzen ilyen haromszog. Az a < 2r és a 2p < r egyen-
I6tlenségnek nyilvan teljesiilnie kell. Egy tovabbi sziikséges, és ezekkel egyiitt elégséges
feltételt legkonnyebben a harmadik megoldasbol lehet kiolvasni: az m kor nem tartal-

mazhatja a belsejében a k kort. Ez a /r? — (a?/4) < p+ \/7r(r — 2p) egyenl6tlenséggel

egyenértéki.



3. feladat
Oldjuk meg a (22 +2)(5 — 2x) (42 + 8z + 11) = 10(2x + 3)? egyenletet a valos szAmok
korében.

Els6 megoldas: = = —3/2 nem megoldas, hiszen ekkor az egyenlet jobb oldala 0, a bal
oldalon viszont egyik tényezé sem 0. Igy ekvivalens lépés, ha az egyenletet (22 + 3)2-tel
leosztjuk (és a bal oldalon az els két tényezdt Osszeszorozzuk):

—42® + 62410 4o +8zx+11

21 +3 22+ 3 10 (1 pont)

A bal oldalon levs két tortet rendre A-val, illetve B-vel jelolve azt kapjuk, hogy
AB=10és A+B=T. (3 pont)
Innen A=5¢és B=2, vagy A=2¢és B=05. (1 pont)

Az A =5, B = 2 egyenléségek mindegyike a 422 + 40 +5=0,az A =2, B =5
egyenlGségek mindegyike pedig a 222 — x — 2 = 0 egyenletet jelenti. Az els6nek nincs
valos gyoke, a méasodik gyokei (1 £ +/17)/4; ezek adjak tehat az eredeti egyenlet Gsszes

megoldasat. (2 pont)

Masodik megoldas: A miiveleteket elvégezve a 16244823 —422 —262—20 = 0 egyenlethez

jutunk. (1 pont)
A z = 2z 1j ismeretlen bevezetésével f(z2) = 2* + 23 — 22 — 132 — 20 = 0 adodik.

(1 pont)

Az f(z) polinomot felbontjuk két alacsonyabb foku egész egyiitthatos polinom szorza-
tara, és igy f(z) gyokeit majd ezen két polinom gyokei adjak. ElsG- és harmadfoki szorza-
tara nem tudjuk bontani, mert akkor a z — c 0szt6 egy egész gyokot jelentene, azonban
ilyen nincs, mert z < —2-re és z > 3-ra f(z) > 0, —1 < z < 2-re pedig f(z) < 0.

(1 pont)

Az f(2) = (22 +az+b)(2? +cz +d) egyenlGségben a jobb oldalon a szorzést elvégezve,
majd az egyiitthatokat 6sszehasonlitva a bd = —20, ad+bc = —13, b+d+ac = —l,a+c=1
diofantikus egyenletrendszerhez jutunk. (1 pont)

Ezt megoldva (példaul az elsG egyenlet alapjan a —20 Gsszes osztoparjat a tobbi egyen-
letbe szisztematikusan visszahelyettesitve) a (22 + 22+ 5)(2? — 2 — 4) felbontéshoz jutunk.

(2 pont)

A 22 + 2z + 5 = 0 egyenletnek nincs valos gydke, a 22 — z — 4 = 0 egyenlet gydkeibsl

pedig z = 2/2 = (1 4+ V/17) /4 adodik. (1 pont)

Harmadik megoldas: A miiveleteket elvégezve a 16z* 4+ 823 — 422 — 262 — 20 = 0

egyenlethez jutunk. (1 pont)
A z = 2z 1j ismeretlen bevezetésével f(z2) = 2* + 23 — 22 — 132 — 20 = 0 adodik.

(1 pont)

Az f(z) polinomot két polinom négyzetének a kiilonbségeként allitjuk eld, és ennek
alapjan fogjuk szorzatta bontani. Legyen u késébb alkalmasan megvélasztandé paraméter,
ekkor az egyenlet

(z2+g+u)2—<z2 <2u+§)+z(13+u)+(20+u2))20 (+)

alakba irhato. (1 pont)



A bal oldalon el6l egy polinom négyzete szerepel, az ebbdl levont méasodfokt polinom
akkor lesz egy (z-ben) els6foku polinom négyzete, ha a diszkriminansa

(13 +u)? — (54 8u) (20 + u?) = —8u® — 4u? — 134u + 69 = 0. (1 pont)
A v = 2u helyettesitéssel v3 + v% + 67v — 69 = 0 adodik, amelynek lathatéoan v = 1

gyoke. (1 pont)
Igy (%) alapjan az u = v/2 = 1/2 paraméterrel a

= 1\ (3 9\
<22+—+—> —<—z+—) = (2 +224+5)(2* —2-4)=0

2 2 2 2
egyenlethez jutunk. (1 pont)
A 22 4+ 2z + 5 = 0 egyenletnek nincs valos gyoke, a 22 — z — 4 = 0 egyenlet gydkeibal
pedig z = z/2 = (1 £ V/17) /4 adodik. (1 pont)
4. feladat

Egy pozitiv egész szamot négyzetteljesnek neveziink, ha a torzstényezds felbontasdban
minden prim legalabb a méasodik hatvanyon szerepel. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sokszor
lesz két szomszédos szam mindegyike négyzetteljes.

Els6 megoldas: A 8 és 9 szam megfelel ilyen szamparnak. Tovabba, ha n és n + 1 is
négyzetteljes, akkor nyilvan k = 4n(n+1) és k+1 = (2n+1)? is azok, ahol n < k, igy ezt
az eljarast iteralva végtelen sok megfelelg szampart kapunk. (7 pont)

Masodik megoldas: Nyilvan barmely m > 1-re és h > 0-ra m?, illetve 8h? négyzettelje-
sek, tehat elég belatni, hogy az z2 — 8y? = 1 egyenletet végtelen sok pozitiv egész szampar
kielégiti. (2 pont)
Az egyenletnek x = 3, y = 1 nyilvan megoldasa. Ezt (3—+/8)(3++/8) = 1 alakba irva
és négyzetre emelve (17 —6+/8)(17+6+/8) = 1 adodik, azaz = 17, y = 6 Gjabb megoldas.
(2 pont)
Altalaban, ha = = a, y = b pozitiv egész megoldas, akkor az (a — bv/8)(a + bv/8) = 1
egyenldséget négyzetre emelve (a2 +8b% —2aby/8)(a®+8b*4-2aby/8) = 1, tehat x = a?+8b2,
y = 2ab tjabb megoldast jelent (hiszen a? + 8b% > a). Az eljarast iterdlva végtelen sok
megoldast kapunk. (3 pont)
Megjegyzés: Négyzetre emelés helyett tetszdleges hatvanyra emelve azonnal adoédik a
végtelen sok megoldas.

5. feladat

Egységnyi teriileti haromszégben helyezziink el két egymasba nem nyulo egyenls suga-
ra korlemezt gy, hogy egyiitt minél nagyobb teriiletet fedjenek le. Az egységnyi teriilet
haromszogek koziil milyen alakt hdromszog esetén lesz ez a lefedett teriilet a legnagyobb?

Megoldas: A lefedett teriilet akkor a legnagyobb, ha a kérok sugara a lehets legnagyobb.
Megmutatjuk, hogy legfeljebb 1 — (1/2/2) lehet a kirdk sugara, és ez a korlat csak az
egyenlGszari derékszogii haromszog esetében érhetd el.



Tekintsiik az ABC haromszoget és tegyiik fel, hogy a leghosszabb oldal a C' csiicesal
szemben van, azaz a < ¢ és b < c. Helyezziink el két egybevago kort az ABC haromszégben
ugy, hogy érintsék egymast, tovibba mindketts érintse az AB oldalt és egy-egy tovabbi
oldalt.

C

A C B

[lyen koroket nyilvan egyértelmtien lehet taldlni, legyen r a sugaruk. Azt allitjuk,
hogy akarhogyan helyeziink is el két egybevago és egymasba nem nyulé korlemezt az ABC
haromszogben, azok sugara nem lehet nagyobb ennél az r-nél.

Valéban, ha legalabb r sugari, egyméasba nem nytld kordket helyeziink el az ABC
haromszogben, akkor azok kozéppontjai abba az A’B’C’ haromszogbe esnek, amelyet az
oldalaktol r tavolsagra befelé huzott parhuzamosok fognak kozre. Az A’B’C’ haromszog-
ben a pontparok kozott felleps legnagyobb tavolsag a leghosszabb oldal, ami  az A’B’'C’
és az ABC haromszog hasonlosaga folytan  a 2r hossztusagiu A’B’ oldal. Emiatt a korok
sugara legfeljebb r lehet. (2 pont)

Most kifejezziik az r sugarat az ABC haromszog adataival. Legyen K és p az ABC
haromszogbe beirt kor kozéppontja, illetve sugara. Az A’B'K és az ABK héaromszog
hasonlosdganak aranyat egyrészt két oldal aranyéaval, masrészt két magassig aranyaval
irjuk fel 2r : ¢ = (p — r) : p alakban, ahonnan atrendezve az

— =+ (%)

képletet kapjuk. (1 pont)

Ha AC # BC, akkor mozditsuk el a C pontot az AB egyenessel parhuzamosan az AB
szakasz felez6merdlegesén levé C* pontba. Az ABC™ haromszog teriilete egyenls az ABC
haromszog teriiletével, keriilete viszont kisebb az ABC haromszog keriileténél, hiszen C*
az A, B fokuszu, C-n athalado ellipszis belsejébe esik, ezért AC* + BC* < AC + BC.
A t = ps képletre hivatkozva ebbdl kovetkezik, hogy az ABC* haromszéghe nagyobb kor
irhat6, mint az ABC haromszigbe. A (xx) képlet alapjan ezért az ABC™ haromszogbe
r-nél nagyobb sugara kérokbdl allo part irhatunk.

Elegends tehat a tovabbiakban egyenlgszart ABC haromszoggel foglalkozni, amely-
ben a korok szimmetrikusan helyezkednek el, érintik egymast is, az AB alapot is, és egy-egy
szart is. (2 pont)



Vagjuk ketté a haromszoget a C-n athaladd szimmetriatengelye mentén, ekkor a
szoban forgo korok a keletkezd derékszogt félharomszogek beirt korei. Az ABC haromszog
pontosan akkor derékszogi, ha a két félharomszog egyenlészara. Ezért mar csak azt kell
megmutatnunk, hogy rogzitett teriiletii derékszogi haromszogek koziil az egyenl@szarinak
van a lehet6 legnagyobb beirt kore.

Valoban, legyen a derékszogt haromszog 1/2 teriiletii. Befogoi ekkor = és 1/x, keriilete
x+1/x++/x? + 1/22, beirt korének sugara pedig a teriilet és a félkeriilet hanyadosa. Innen

V2
2 )

1/2 1/2 /

= <
N N - R
9 ZL’+;+ 2
2 V2

1/2
1
V2
ahol két tagban a szamtani és a mértani kozép kozti egyenlGtlenséget alkalmaztuk. Egyen-
16ség csak az x = 1/z esetben, azaz egyenlGszara derékszogii haromszog esetén all fenn.
(2 pont)
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