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(a specialis tanterv szerint halad6 gimnazisték)

Javitasi-értékelési utmutato

Kérjiik a javité tanarokat, hogy a feladatok javitasakor vegyék figyelembe a versenyzsk
szamara kiadott tajékoztatot. Kiilon is felhivjuk szives figyelmiiket arra, hogy minden fel-
adatra csak egy helyes megoldésért jar a megfelel6 pontszam. Kérjiik, hogy a dolgozatokon
konkrétan jelezzék a hibakat és az egyes feladatokra adott pontszamot, a dolgozat kijavitasa
utan pedig toltsék ki a dolgozathoz mellékelt értékels lap rovatait. A dolgozatokat nem
kell osztalyzattal mingsiteni. A pontszamok indokolt esetben bonthatok.

A III. kategoriaban versenyzd tanulok dolgozatait 12 ponttoél kell tovabbkiildeni az iskolak-
bol, kozvetleniil az OKTV Matematika III., Oktatéasi Hivatal, 1363 Budapest, Pf. 84. cimre.
A feltételeknek megfelel§ dolgozatok koziil azonban csak azok kiildhet6k tovabb, amelyek
tartalmazzak legalabb két feladat 1ényegében teljes (5-7 pontos) megoldéasat. Téjékoztata-
sul megjegyezziik, hogy a versenykiirés alapjan a versenybizottsag legfeljebb 50 versenyzét
juttathat be a dontébe.

A pontozasi atmutatoban nem szereplé mas helyes megoldas vagy megoldasrészlet esetén
az aranyos pontszamot sziveskedjenek megadni.

Budapest, 2018. november A versenybizottsag

1. feladat
A hegyesszogii ABC haromszog A, illetve B csticsabodl hizott magassagok talppontjai Aq,
illetve B;. Bizonyitsuk be, hogy

CA,-AB1+CBy-BA, =AB-A1B;.

Els6 megoldas: Thalész tétele miatt az Ay, B; talppontok az AB atmérdji korre
illeszkednek. A héromszog hegyesszogi volta miatt A; és By a megfelel6 oldalak belsd
pontjai, ezért A, B, A; és B; ebben a sorrendben egy hiirnégyszog cstucsai. Legyenek «,
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A

és v a haromszog szogei rendre az A, B, illetve C' cstcsnal, ekkor tehat B A;C<< = « és
A1B.Ca = 0. (2 pont)

Az Ay B1C haromszdgben a szinusztétel alapjan

sin 3 sin «

CAl = — AlBl és CBl = — AlBl
siny siny

kovetkezik. (1 pont)
Az ABB;, ABA; derékszogil haromszégekben AB; = AB cos a, illetve BA; = AB cos 3.

(1 pont)
Ezeket a C Ai-re és C Bi-re kapott formulakkal 6sszeszorozva és dsszeadva a

sinffcosa  sinacos 8
CA,-AB,+CB;-BA;, = , - AB - A1 B,
siny sin

eredményt kapjuk, (2 pont)
ahol sin S cosa+sinacos f = sin(a+ ) és a+ f = 180° — v alapjan a zardjelben szerepls
kifejezés 1-gyel egyenld. (1 pont)

Masodik megoldas: Legyen C'C'; a harmadik magassag. Mivel a haromszog hegyesszogii,
az Ay, By, C talppontok a megfelel§ oldalak bels§ pontjai. Thalész tétele miatt A; és
By az AB atmérgji korre, By és C7 a BC' atmérdjd korre, C és A1 a C'A atmérgji korre
illeszkedik. Az ABA1B; négyszog hurnégyszog, és igy a szogek egyenlésége folytéan az
A1 B1C haromszog hasonlé az ABC' haromszoghoz. Jeloljiik A-val a hasonlosig aranyét,
ekkor
= A1By  CA; CB
~ AB  AC  BC’
Szorozzuk meg AB-vel az AC| + C1 B = AB egyenlSséget: AC, - AB+ C1B - AB = AB2.
Itt a bal oldal els6 tagja az A pont hatvanya a BC atmér6ji korre nézve. Ugyanezt a
hatvanyt az AC szelén leolvasva az els6 tag helyett az AC - AB; szorzatot irhatjuk. A
masodik tag hasonlé médon a CB - BA; szorzattal helyettesithets. Igy az

(2 pont)

AC - AB; + CB - BA; = AB?
képletet kapjuk. (3 pont)
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A oo B

Szorozzuk meg mindkét oldalt A\-val. Ha a harom tagban a A-ra kapott haromféle hanyados
koziil az alkalmasat hasznaljuk mint szorzot, akkor ebbdl éppen a kivant

CA,-AB,1+CB,-BA, =AB-A B

eredmény kovetkezik. (2 pont)

2. feladat
Keressiik meg az 0sszes nemnegativ egész szamokbol allo k, [, m szamhérmast, amelyre

13F + 431 = 2018™ .

Megoldas: Mind 13, mind 43 hatvanyainak a 3-mal vett osztasi maradéka 1, ezért a bal
oldal 2-vel kongruens modulo 3. A jobb oldal paratlan m esetén 2-vel, paros m esetén
1-gyel kongruens modulo 3, ezért m-nek paratlannak kell lennie. (1 pont)

Vizsgaljuk az egyenletet modulo 7. A 43 hatvinyai 1 maradékot adnak 7-tel osztva, mig
13* kongruens (—1)-gyel vagy 1-gyel modulo 7, aszerint hogy k paratlan vagy paros. Mivel
2018 hatvanyai nem oszthatok 7-tel, ezért k sziikségképpen paros. (2 pont)

Most vizsgaljuk az egyenletet modulo 8. Mivel k paros, ezért 13% = (8- 21 4 1)*/2 nyolcas
maradéka 1. A bal oldalon a masik tag, 43! = (8- 5 + 3)! nyolcas maradéka 3 vagy 1 attol
fiiggGen, hogy [ paratlan vagy paros. Igy 13* + 43! nyolcas maradéka csak 4 vagy 2 lehet.
A jobb oldalon egy péros szam m-edik hatvanya all, ami oszthato 8-cal, ha m > 3. Ezért
az m kitevs értéke 3-nal kisebb. (3 pont)

Tehat csak m = 1 lehetséges. Mivel 433 > 133 > 2018, csak k,l < 2 johet szoéba. Ha
kE =1 = 2, akkor 13* 4 43! éppen 2018-cal egyenls, kiilonben kisebb. Ezért a feladat
megoldéasat jelents egyetlen szamharmas a k=2, =2, m = 1. (1 pont)
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3. feladat

Egy varosban n ttizoltéallomas van. Barmelyik ketts kozé épithetiink vizvezetéket. Percen-
ként c liter viz szallitdsara képes vezeték épitése barmely két allomés kozott ¢ tallérba
keriil. A polgarmester olyan haldzat tervezésére irt ki palyazatot, hogy vészhelyzet esetén
lehetséges legyen egy tetszlleges tiizoltoadlloméasbol tetszéleges masikba percenként 1000
liter vizet szallitani. Mennyibe keriil a legolcsobb ilyen tulajdonsagi vizvezetékhalozat?

Megoldas: Belatjuk, hogy a legolcsobb, a feladat kivanalmainak eleget tevs vizvezeték-
halézat ara 500n tallér. Tegyiik fel el6szor, hogy n = 2. Ekkor a két tiizoltéalloméast
0sszekotd, percenként 1000 liter viz kapacitasu vezeték kielégiti a feladat feltételeit. Ennek
az ara 500n = 1000 tallér, és ennél olcsobb megoldés nyilvan nincs. (1 pont)

Legyen most n > 3. Helyezziik képzeletben a tiizoltdéalloméasokat egy kor keriiletére. A kor
mentén szomszédos tiizoltoadllomasok kozé épitsiink egy-egy percenként 500 liter viz szal-
litasara alkalmas vezetéket. Ez a vizvezetékhalozat kielégiti a feladat feltételeit. Valdban,
egy tetszGleges tilizoltoallomasbol egy tetszGleges masikba az ket 6sszekots két koriv men-
tén el tudunk juttatni percenként 6sszesen 1000 liter vizet. Ennek a vizvezetékrendszernek
az ara éppen 500n tallér. (3 pont)

Belatjuk végiil, hogy 500n tallérnal olcsobb megoldas nem létezik. Tekintsiink ugyanis egy
a feladat feltételeinek eleget tevs vizvezetékhélozatot. Ebben egy tetszdlegesen kivalasz-
tott tlizoltoallomasba befutd Osszes vizvezeték aranak Osszege legalabb 1000 tallér kell
hogy legyen. Valoban, ellenkez§ esetben nem volna lehetséges percenként 1000 liter vizet
eljuttatni a vélasztott tiizoltdalloméasra. Adjuk Gssze ezeket a koltségeket mind az n tiiz-
oltéalloméasra. Ekkor minden vizvezetéket pontosan kétszer szamoltunk, ezért a teljes
vizvezetékhalozat ara legalabb 500n tallér. (3 pont)

4. feladat

Egy haromszog hatarvonalan két pontot atellenesnek neveziink, ha a hatarvonal mentén
mért tavolsaguk éppen a keriilet fele. Mutassuk meg, hogy barmely haromszéghen van két
atellenes pont, amelyek tavolsdga legfeljebb a keriilet negyedével egyenld.

Els6 megoldas: Az ABC haromszog bettizését ugy vélasztjuk, hogy a cstcsokkal rendre
szemkozti a, b, c oldalhosszakra a < b, c teljesiiljon. Legyen k& = a + b + ¢ a haromszog
keriilete. Megmutatjuk, hogy valaszthatunk olyan P és () atellenes pontokat az AB, illetve
AC oldalon, hogy PQ < (3/4)a teljesiiljon. Ekkor a < k/3 miatt PQ < k/4, vagyis a P, Q
pontpar megfelel a kivanalmaknak. (2 pont)
Mivel AB + AC = ¢+ b > k/2, a B,C pontpart az A kozéppontbol alkalmas A < 1
aranyban kicsinyitve el tudunk &llitani egy atellenes pontpart. Az ehhez sziikséges A
aranyt a k/2 = A(b+ c) egyenlet adja meg. (3 pont)
Alljon tehat el P és Q a B, illetve C csticsbol az A kézéppontt, A = k/(2b + 2¢) ardnyt
kozéppontos hasonlosaggal. Ekkor a < b, ¢ miatt

1 a+b+c 1 a 1 1 3
A= ——— =11 <= . (1+2)=2
2 b+ec 2( +b+c) -2 ( +2) 4’

tehat valoban PQ = Aa < (3/4)a. (2 pont)
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C C

\a k/4

A P B A B

k/4 R

Masodik megoldas: Legyen most is az ABC héromszégben a < b, ¢, ekkor az A-nal
1év6 a szogre a < 60° teljesiil. A keriiletet k-val jelolve a haromszogegyenlGtlenség fel-
hasznalasaval k = (a +b) + ¢ < (a+b) + (a + b) = 2a + 2b < 4b, és hasonloan k < 4c.

(3 pont)
Emiatt felmérhetjiik az A csicsbol kiinduld mindkét oldalra A feldl a k/4 tavolsagot, és igy
az atellenes R és S pontokat kapjuk. Az RSA hiromszog egyenls szara, és az A-nal 1évé
« szarszoge legfeljebb 60°-0s. Az alap emiatt nem hosszabb a szarnél, vagyis RS < k/4.

(4 pont)
5. feladat
Adott m-hez melyik az a legkisebb k egész szam, amelyre igaz a kdvetkezs allitas:
Akarhogyan szinezziik ki pirossal és kékkel az 1,2, ... , k szamokat, biztosan talalhato olyan

1<a; <...<apm<b <...<by <k, hogy az a;-k egyszintiek, a b;-k is egyszintek (de
nem feltétleniil azonos szintek az a;-kkel), és b, — by > a,, — ay.

Megoldas: Azt fogjuk belatni, hogy a szoban forgé6 minimum k = 5m — 3.

El6szor bebizonyitjuk, hogy k = 5m — 3 esetén az &llitds igaz. Ehhez tekintsiik az
1,2,3,...,5m — 3 szamok egy szinezését.

Az els6 2m — 1 szam kozott biztosan van m darab olyan, amelyek azonos szintiek. Ezzel
tehat talaltunk olyan egyszint m-est, amelynek a két széls eleme kozti tavolsag legfeljebb
2m —2. Legyenek ezek az a;-k. Most tekintsiik az utols6 3m — 2 darab szamot. Ha valame-
lyik szin ezek kozott csak legfeljebb (m — 1)-szer szerepel, akkor a méasik szinnek legalabb
(2m —1)-szer kell el6fordulnia, ezért ez utobbiak koziil kivalaszthatunk egy egyszini m-est,
amelynek a széls6 pontjai kozt a kiilonbség legalabb 2m — 2. Ezeket bj-knek vélasztva két
megfelels szam-m-est talaltunk. (2 pont)

Feltehetjiik tehat, hogy mindkét szin legalabb m-szer el6fordul az utolsé 3m — 2 darab
szam, azaz a 2m, 2m + 1, ..., bm — 3 szamok szinezésében. Nézziik az utolsét, az 5m — 3
szdmot. Ha van vele megegyezé szint a 2m, 2m+1, ..., 3m—1 szamok kozott, akkor legyen
b1 a legkisebb ilyen, b, = 5m — 3, és a tobbi b;-t valasszuk ki tetszélegesen a kozottiik 1éves
legalabb m — 2 darab veliik egyszind szam koziil. Ekkor b,,, —b; > (5m —3) — (3m —1) =
= 2m — 2, tehat az eldre rogzitett a;-k és ezek a bj-k eleget tesznek az eléirasoknak.

(1 pont)
Csak akkor nem kaptunk még megfelelé6 m-eseket, ha a 2m — 1 utan kévetkezé m darab
szdm, 2m, 2m + 1, ..., 3m — 1 mind azonos szint. Ekkor viszont (a korabbiak helyett)
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ezt az m széamot valaszthatjuk a;-knek. A 3m — 1-nél nagyobb szamok kozott tovabbra
is kell legalabb m darab ezekkel ellentétes szinti szamnak lennie. Ezek ko6ziil most méar
tetszblegesen vélaszthatjuk az m darab b;-t, ekkor b,, — by > m — 1 = a,, — a; teljesiil.

(1 pont)
Most belatjuk, hogy k£ < 5m — 4 esetén az allitds nem igaz. Ezt nyilvan elegendd a
k = 5m — 4 esetre vonatkozo szinezés megadaséaval tisztazni.

Szinezziik az els6 2m — 1 szamot felvaltva pirossal és kékkel (ezzel eddig m szamot szinez-
tiink pirosra és (m — 1)-et kékre), a kovetkezs 2m — 2 szam legyen kék, és végiil az utolso
m — 1 legyen piros.

J/

pkpk ... kpkk ...k pp ... p
2m—1 2m—2 m—1
Azt allitjuk, hogy ezek koziil nem lehet a feladat kivanalmai szerint kivéilasztani két m
hossztisagt egyszint sorozatot. ElGszor is nem lehet mindkét m-es piros, mert Osszesen

csak 2m — 1 piros pont van. Esetszétvalasztast végziink.

Tegyiik fel el6szor, hogy az a;-k pirosak. Ekkor a bj-knek kéknek kell lennitik. Az a;-k
sziikségképpen mind az els6 2m — 1 szam koziil keriilnek ki, és igy a,, — a1 = 2m — 2.
Az ezeknél nagyobb kékre szinezett szamok kozott a legnagyobb kiilonbség viszont csak
2m — 3, ezért a b;-k nem valaszthatok ki a kivant modon.

Legyenek most az a;-k kékek. Ha a bj-ket a piros szamok koziil akarnank kivalasztani,
akkor ezek csak az utolsé m — 1 szam koziil keriilhetnének ki, ami lehetetlen.

Végiil ha az a;-k is és a b;-k is kék szintiek volnanak, akkor tegyiik fel, hogy az a;-k kozott
[ darab szerepel az 1,2,... ,2m — 1 szamok koziil és m —[ darab a 2m,2m+1,... ;4m —3
szamok koziil. Ekkor egyrészt a,, —a1 = (a;—a1)+(am—ar) > (21—2)+(m—1) = m+1-2,
masrészt by > a,, > 3m—I1—1és b, < 4m—3 miatt b, —b; < (dm—3)—(3m—1) = m+I1—3,
tehéat ekkor sem érhetd el, hogy a,, — a1 < b,, — b1 teljesiiljon. (3 pont)
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