Kiss Arpad Orszigos Kiézoktatasi Szalgaltats Balyai Janos Matematikai Tarsulat
Intézmény Pedagdagiai Kizpont

1. feladat:

M

Arany Daniel Matematika Verseny 2002-2003.

Haladok, masodik fordulo
I. kategoria feladatainak megoldasa

Az ABC derékszbgli haromszdg oldalai f6lé rajzolt
Thalesz-kérivek az abran lathato sikrészeket hatarozzak
meg. Bizonyitsuk be, hogy a bevonalkazott &t darab sik-
rész kozill az 4B ill. 4C befogora illeszkeddk teriilet-
Osszege megegyezik a maradék harom rész teriiletének

Osszegevel.

Az AB=c, AC=Db, BC=a jeldlesekkel

Pitagorasz tetelébol a’=b*+c’. (1 pont)
A BC fole irt Thalesz-felkdr teriilete (az

abra jeldleseivel)

Az 4B folé irt Thalesz-félkor teriilete:

Mivel a

T b'rw

2
B2 T +T,+T,+T, +T,. (1 pont)
Az AC folé irt Thalesz-félkor teriilete:
bz
F=T3+T7+Tj. (1 pont)
C__ﬁ =T, +T,+T,. (1 pont)
c’n .
, ezért
T +T,+T,+T, +T, = (T, + T, + T )+ (T, + T, + T3 ). (2 pont)

Mindket oldalbol T, + T, + T, -ot elvéve a bizonyitando

I, +T, =T, + T, + T, egyenloseget kapjuk. (1 pont)

Osszesen: 7 pont



2. feladat:

Melyik az a haromjegyli szam, amelyre igaz, hogy az elsd szamjegyét letdrélve. majd ezt a
szamjegyet a megmaradd két szamjegy utan irva, olyan haromjegyii szamot kapunk, melynek

négyzetgyoke 9-cel kisebb az eredeti szam négyzetgykénél.

Megoldas:
Legyen az eredeti haromjegyl szam:
X2 =100x+10y+z.
Vezessilk bea 10y +z =u jeldlést, ahol 10 <y <99,
A feladat feltételei alapjan ekkor
JI00x+u =a =10 és 10u+x=a-9210.
Egyenleteink négyzetre emelt alakjanak megfeleld oldalait kivonva egymasbal
[;100.1' + rf]—(lOrf +.\'}= a’ —((J — 9)3 . azaz
99x — 91 =18a —81 > 0 adadik.
0 -cel vald osztas utan az u -ra rendezett alak:
u=1lx+9-2a.

Mivel u €s x egész szam, ezeért az a szam racionalis szam, ekkor pedig a € Z7,

hiszen
100x+u=a’.
A 100x +u = a” egyenletbe helyettesitve az u -ra kifejezett értéket a
111x+9—2a = a* formulat kapjuk.,
ami rendezéssel

111x +10=(a +1) alaku.

A 111x+10 dsszeg x = {1.2 ..... 9} esetén viszonf csak x =1-re és x =6 -ra negy-

zetszam.
Az x=1 esetben xyZ =100 nem felel meg a feltetelnek.
Az x =06 esetben 676 = [La + 1]3. ahonnan
a=25.
Az eredeti haromjegyli szam igy 625, ami megfeleld is, hiszen

A625 =25 és +{256 =16.

1 pont

1 pont

2 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegvzés:

V100x+u =a és +10u+x =a—9 alapjan kdnnyen belathatd, hogy az ,a” szam pozitiv

egesz SZam.

Mivel 104 +x haromjegyii szam. ezért a —9 =10, tehat ¢ =19. Masrészt a <31, mert 32°
mar negyjegyt szam. Ezek alapjan 19 <a =31. Az egyes esetek megfelelosegének vizsgala-

tabol adodik, hogy csak a = 25 lehetséges.

- Ha a versenyzo igazolja, hogy a megfelelo haromjegyli szamok négyzetszamok, utana pedig
minden szoba johetd esetet megvizsgal, akkor megoldasat teljes ertekilinek kell tekinteni.
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3. feladat:

Adjunk meg 21 egymast kévetd pozitiv egesz szamot Ugy, hogy a kisebb 11 darab szam (azaz
az elso 11 darab) négyzetdsszege megegyezzen a 10 darab nagyobb szam négyzetének Ossze-
gevel.

Megoldas:
Olyan X pozitiv egész szamot kell keresni, amelyre
A r(x+1) e (x 10 = (x+11) = (x+12) +..+(x +20) teljesiil. 1 pont
Az egyenlet atrendezett alakja:
xt= H\ +1 l]2 —(x+ 1}2J+ “_.1‘ — 12}: —(x+ 2)3 I+ l(\ + 13}2 = [1‘ + SH— et {[1 + 20]: = {.1' + 10:}2 J
Mivel (x+10+7)" —(x+7)" =10-(2x+10+2i)=20(x +i+5) barmely 1<i <10
esetén, ezért x2 = 20(x + 6)+20(x +7)+ 20(x + 8)+ ...+ 20(x + 15). 1 pont
Ujabb rendezéssel

X7 =10-20x +20(6 + 7+ & +...+15) adodik.
A 6+7+8+...+15 Osszeg értéeke 1035, igy egyenletiink

x* —200x = 2100 alakit 2 pont
Teljes negyzetté alakitassal
(x—100)" =12100=1102, ezért |x-100/=110. 1 pont
A kapott egyenlet pozitiv egész megoldasa: x =210. 1 pont
A 21 darab megfeleld szam — eredménytiink alapjan —:
210, 211,212, ..., 230. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés:
21 darab szam helyett (2n+1) -et véve x értékére megoldasunk alapjan x = (2n+1)-n adé-
dik.

4. feladat:

Egy szabalyos kilencszdget egymast nem metszo atlok berajzolasaval ugy akarunk haromszo-
gekre darabolni, hogy a kilencszég mindegyik csucsa a keletkezettek koéziil paratlan szamu
haromszégnek legyen a csiicsa. Mutassuk meg, hogy ez, a szimmetriatol eltekintve, csak egy-
feleképpen lehetséges. (Vagyis: barmely ket ilyen felbontas allkalmas forgatassal vagy tiikro-
zéssel egymasba vihetd.)



Megoldas:

A keletkezett haromszdgek szdgeinek dsszege — a feladat feltételei miatt — egyen-
16 a sokszdg szogeinek dsszegeével, tehat dsszesen 7 haromszog keletkezik, azaz 6
atlo huzhato be.
Haromféle atlo lehetséges: az abrank szerinti csticsot (C) a masodik. harmadik és
negyedik csticesal 8sszekoto. (Nevezziik (2)-es, (3)-as, €s (4)-es tipustunak!)
A (3)-as tipusu nem jGhet szoba a feltétel szerint. (A (3)-as tipusu atlo a kilenc-
szogbdl levag egy négyszoget, amelynek feltétleniil lesz olyan csiicsa, amely pa-
ros szamu haromszdgnek a cstesa.)
(4)-es tipusn legféljebb kettod rajzolhato be, (2)-es tipust maximum negy. (2)-es &s
(4)-es tipusbol egyiitt legfoljebb 6. (1d. az abrat!)
Ez a feldarabolas egyértelmil, mert:

— aC-bdl indulo szogfelezore szimmetrikus

— barmely csucs C helyére fordithato ugy. hogy a kilencszdg ténmagaba

megy af.

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont



