Arany Daniel Matematika Verseny 2002-2003.
Haladok, elsé fordulo
I. kategoria feladatainak megoldasa

1. feladat:
Bizonyitsuk be, hogy ha p és ¢ pératlan szam, akkor az x° +2px+2g=0
egyenletet nem elégitheti ki két egész szam.

1. megoldas:
Megmutatjuk, hogy az egyenlet egyik gyoke sem lehet egész szam, ha egyaltalan

van gyoke az egyenletnek.

Tegyiik fel, hogy az egyenlet gyoke az x, egész szam. Ha x, paratlan szdm, akkor
xl2 +2px, +2q 1is paratlan szam, igy értéke nem lehet 0.

Ha pedig x, paros szam, azaz x, =2k alaka, ahol keZ, akkor
4k +4pk+2g =0 alapjan 2(k> + pk)+q =0.

A bal oldalon 4ll6 szam paratlan, hiszen g paratlan szam, ezért nem érhet nullat.

Tehat az egyenlet egyik gyoke sem lehet egész szam, ami a feladat allitasat
igazolja.

2. megoldas:
Tegyiik fel, hogy az egyenletnek egyaltalan van gyoke!

Ekkor 4p° —8¢ >0, azaz p*> >2gq.

Ha a diszkriminans nemnegativ, akkor a gyokok és egyiitthatok kozotti
Osszefliggeés alapjan x, +x, =—2p és x,x, =2q.

Ha x, és x, egész szam, akkor az x,x, =2q Osszefliggés alapjan az egyik gyok
csak paros, a masik csak paratlan szam lehet.

Akkor viszont x, +x, értéke sziikkségképpen paratlan szdm, ami lehetetlen, mert
érteke —2p .

Tehat nem lehet az egyenlet mindkét gydke — ha van — egész szam.

1. megjegyzés:

A megoldoképlet alapjan x,, =—p++/p>—2q .
Akkor lehetne az x értéke egész szém, ha p® —2g négyzetszam.

Ha a versenyzé megmutatja, hogy p°—2¢ nem lehet négyzetszam, akkor a
megoldasért jard pontokat értelemszertien megkaphatja.

2. megjegyzés:
Az 1. megjegyzés megoldasra vonatkozd gondolatmenete alapjan kozvetlentil
belathatd, hogy az adott egyenletnek csak irraciondlis gyoke lehet.
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2. feladat:

Egy egyenld szaru deré¢kszoglh haromszog oldalaira kifelé négyzeteket rajzolunk.
Igazoljuk, hogy a négyzetek kdzéppontja altal meghatarozott hdromszog teriilete
fele az atfogora rajzolt négyzet tertiletének.

Megoldas:
Tekintsiik a kovetkezo abrat!

Q
AC=BC=b
V]

Az ébra jeloléseinek megfeleld P, Q és C pont nyilvanvaléan egy egyenesen
van, hiszen PCBZ =QCAZ =45°.

A PQOR haromszdg a szimmetria miatt egyenld szara (PR:QR), ezért RC
éppen a POR héiromszdg magassaga.

A PQ szakasz hossza AC” +BC” = AB> alapjan b2 egység hosszu, hiszen
PO =AB.

Mivel az RC magassag egyenese szimmetriatengelye az abranak, ezért egyrészt

V2 2

RC merdleges AB-re, masrészt RC=RT+TC = b— b——b\/a , hiszen
AT =BT =RT =CT.

A POR héaromszog teriilete igy

PO-RC_bJ2-b\2

2 2
Az atfogora rajzolt négyzet teriilete 4B> =2b°, tehat a POR haromszdg teriilete
valdban fele az 4B oldalu négyzet tertiletének.

3. feladat:

Hatéarozzuk meg a minden valos szamra értelmezett
1-2 it .

f (x) = al fliggvény értékkészletét!

\/x2 —6x+9 +\/x2 +4x+4
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Megoldas:

(l—2x)Qx—3|—|x+2|) 1
A nevezOt gyoktelenitve x)= =—(x—3|—|x+2|), ahol
gy f(x) T 0v S(J ~x+2)
1 1
x#—,de f| =|=0. 2 pont
5 de s (J p
A szokasos tartomanyonkénti vizsgalattal f (x) alakja:
ILLhax<-2 I pont
flx)= %(—2x+1),ha—2£x<3. 1 pont
—1,ha3<x I'pont
A [— 2;3] intervallumon f (x) csokkend fiiggvény, valamint f (— 2) =1 és
f(3)=-1. 1 pont
fgy a fiiggvény értékkészlete a [— 1;1] intervallum. 1 pont
Osszesen: 7 pont
Megjegyzés:
Az f (x) = _ 1= alak felirasaért is megadhat6 a megoldas szerinti els6 2 pont.
|x — 3| + |x + 2|
4. feladat:

Az a, b, ¢ oldali haromszog oldalaival szemkozti szogek rendre «, £, y.
Igazoljuk, hogy o — ff = —y =45° esetén a+c = b2

1. megoldas:
Felhasznalva, hogy o+ [+ 7 =180°, a feltételek alapjan a haromszog szogei:

a=105°, f=60°, y =15°. 1 pont
A kovetkez6 abrat a bizonyitando allitasnak megfelelden ugy rajzoltuk meg, hogy
BD =c legyen — igy CD=a+c — valamint a CAE haromszdg egyenld szaru

derékszogl legyen, ekkor pedig CE = b2




Az  ABD  haromszoég egyenld szara AB=BD=c miatt, ezért

ADB/ = BAD/ =30°, mert ABCZ=60°. 1 pont
Az abranak megfeleléen CAD/=CABZ+ BAD/=105°+30°=135°, igy a
DAE szog értéke is 135°, mert DAEZ =360°—-135°—-90°=135°. 1 pont
Az ADC ¢és ADE haromszog az el6zéek alapjan egybevago, hiszen 4D oldaluk
kozos és AC = AE =b , tovabba CAD/ = DAEZ =135°. 1 pont
Az egybevagdsag alapjan DC = DE =a+c, ami pedig azt jelenti, hogy a CED
haromszog egyenld szara, igy DECZ = DCEZ =60°. 1 pont
Kovetkezésképpen a CED haromszdg szabalyos, igy oldalai egyenld hosszlak,
tehat CD =CE , azaz a+c=b2. 2 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas:
A haromszog szogei: a =105°, f=60°, y =15°. 1 pont

Egészitsiik ki a haromszdget az alabbi abran lathato modon a BCD szabalyos
haromszogre.

A kiegészités eredményeképpen ACD /L =45°, CDBZ =60°.

a3

A BCD szabalyos haromszogbdl CF:T’ DF=BF=%, igy AF=%—C és

AD=a—c. 1 pont
Az ACF derékszogli  haromszogre  Pitagorasz  tétele alapjan
B ’
(GTJ +[%—cj =b’,azaz b> =a’ +c’ —ac (1) teljesiil. 2 pont
Az dbra ACT derékszogl haromszoge egyenld szaru, igy AT :E’ masrészt
viszont AT:AD-Q az ADT haromszogbdl, igy ATzi:(a—c)-ﬁ, azaz
2 J2 2
a—c:b-g (IL.). 1 pont

2
(IL.) négyzetre emelésével T=a2+cz—2ac adodik, amit (I.)-bol kivonva:

b2
—=ac. 1 pont
3 p



Mivel (a + 0)2 =a’ +c” +2ac, ezért (1) alapjan az a” +c¢” =b° +ac dsszefiiggést
hasznalva (a+c)’ =b” + ac+2ac =b* +3ac =b* +b* = 2b* adddik.
Ha pedig (a + c)2 =2b", akkor a+c=5bv2. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. megoldas:
A haromszog szogei: a =105°, f=60°, y =15°. 1 pont

Az alabbi abra szerint merdlegest allitunk az AB oldalra az A4 cstcsban, amely a
BC oldalt D -ben metszi.

C b A
Az abran lathato szogek kozvetleniil szamithatok: BDAZ =30°, CDAZ =150°,

CADZ =15°.
A szogek értéke alapjan az ABD derékszogli haromszog egy szabalyos

haromszog fele, igy BD =2c¢ és AD = 3. 1 pont
A CAD héromszog egyenld szart, ezért DC = DA = V3.
Mivel BC = BD+CD, ezért a=2c+c3 =cl2++3) (1), 1 pont

Az ABD derékszogli haromszogbol BT zg, TD:%C, a haromszog AT

3

magassaga pedig AT BER értekd.

Az ATC derékszogli  haromszogre Pitagorasz  tétele szerint
2 2
b* = {C(\E-F%ﬂ - (%) ,azaz b’ = c2(6 + 3\/5) (IL.) teljesiil. 1 pont

Az a= 0(2 +3 ) osszefiiggés alapjan ¢ =a’ (7 —443 ), amit (I1.)-be helyettesitve
b* =a*(6-3v3) adodik.

Eredményeink alapjan a+c = b b b( ! ! J . 1 pont

J6-33 +\/6+3\/§ o33 +\/6+3\/§

Négyzetre emeléssel és rendezéssel

(a+c)2=b2[ L, +3j=b26+3*/§+6_3*/§+6=2b2 adodik,
6-3v3 6+3V3 3 9
ahonnan az a+c = b2 bizonyitand¢ allitast kapjuk. 2 pont

Osszesen: 7 pont



S. feladat:

Egy négyjegyli négyzetszdm szamjegyei 9-nél kisebbek. Ha mindegyik
szamjegyet 1-gyel megnoveljiik, akkor ismét négyzetszamot kapunk. Hatarozzuk
meg az eredeti négyzetszamot!

Megoldas:

A feltételek szerint x* +1111=y", ahol x,y e Z" és 1000 < x* < 8888.

Az egyenletet 4talakitva 1111=y* —x* = (y — x)(y + x) adodik.

Az (y—x) és (y+x) tényezék koziil az el6bbi a kisebb, mindkét tényezé pozitiv
egész szam, melyek szorzata 1111.

Mivel 1111 primtényezds felbontasa 11-101, ezért

y—x=1 y—x=11
y+x:1111} vagy y+x=101 } lehetséges csak.
Az egyenletszerek megoldasa:

X | 555 | 45

y | 556 | 56

Az x =555 szam nem megfeleld, mert 555° nem négyjegyii.
Az x =45 szam viszont megoldas, mert 45° = 2025 és 2025+1111=3136=56".
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