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II1. kategoria feladatainak megoldasa

1. feladat:

Hatarozzuk meg azokat a p.g.r és n szamokat, amelyekre p"+gq’ =7" teljesiil. ahol

P.q.r pozitiv primszam, n pedig pozitiv egész szam.

Megoldas:

Az egyenlet alapjan mindharom prim egyszerre nem paratlan (és paros sem).
Mivel r =2 nem megoldas, ezért csak p=2, r>2, g>2vagy q=2, p>2,
r > 2 lehetséges.

Ha p =2, akkor 2" =(r—¢q)(r + ¢) alapjan egyrészt n >1. masrészt r —q =2° és
r+q=2", ahol az s és { pozitiv egész szamokra igaz, hogy 1<s <, tovabba
S+i=n.

Az r—q=2°, r+q=2" egyenletrendszerbél g=2"-2" és
r=2" 2 =27 (27 1),

Mivel # paratlan prim, ezért csak s =1 lehetséges.

Hapedig s =1.akkor f=n—1.igy r=2""+1¢és g=2""—1.

Az n=2 &s n=3 esetek nem adnak megoldast.

Ha viszont n >3, akkor ¢ =2"7 -1 és az rr =2"° +1 szam egyike biztosan oszt-
hato 3 -mal.

Amennyiben # paros szam, akkor (2”'2 - 1] oszthatd 3-mal, ha pedig n paratlan,
akkor 7 =2"" +1.

Az r szam értéke nem lehet 3, igy csak g =2""" —1=3 lehetseges. Az Osszefiig-
gésbol n=4 kovetkezik. ahonnan ¢ =3, r=35 addodik. Igy ekkor a megoldas
p=2.qg=3.r=5¢én=4.

n—2

Ha g =2.akkor p" =(r—2)r+2). ahol r —2 és r+2 relativ primek, ezért csak
F—2=1,1r+2=p" lehetséges, hiszen r—2 <r+2.

Ekkor pedig 7 =3, ahonnan p" =5 .igy p=5. n=1

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

10



Osszefoglalva a megoldasokat:

D q T 1
2 3 5 4
5 2 3 1

1 pont

Osszesen: 7 pont

2. feladat:
Az ABC egyenld szam derékszOgli haromszdg 4B atfogdja 2 egység hosszu. Az atfogo
mely P pontjara igaz. hogy a

a) 3P4+ 6PB +5PC 8sszeg értéeke minimalis?

b) 3P4+ 6PB +5PC Osszeg értéke maximalis?

Megoldas:
Tekintsiik a kovetkezo abrat:

B

C A
Az abra szerint az 4B atfogo felezopontja F, ezért AF = BF = CF =1. Legyen

a P pontnak az F felezoponttol valo tavolsaga elojelesen x . ahol —1<x 1.

Pitagorasz tétele alapjan CP =+/1+1’ a PCF derékszogii haromszogbdl.
Az eldzoek alapjan

3P4+6PB+35PC=3(x+1)+6(1—x)+ 541+ x> =3(3—x)+ 531+ x> .
A kapott kifejezés lehetséges értékeit c-vel jeldlve a 3(3—x)+5V1+x" =¢
egyenletet kapjuk, ahol ¢ > 11, hiszen ¢ > 3(3 - 1)+541+0=11.

Az egyenlet Sv1+x? =(c—9)+3x  alakjabél négyzetre emeléssel
25+25x  =(c—9) +9x" +6(c—-9)x. azaz 16x°—6(c-9)x+25-(c—9) =0
adodik. *)
Az egyenletrdl tudjuk, hogy van x -re megoldasa. 1 pont

Megoldas pedig akkor van. ha a kapott masodfoki egyenlet diszkriminansa
nemnegativ.

Tehat D =36(c—9) +64(c—9) —160020,
igy (c—9) -1620, azaz (c—13)c-5)=0. 1 pont

Mivel ¢ —5> 0. hiszen ¢ > 11, ezért D=0 a ¢ =13 esetben teljesiilhet csak.
Ezérta 3P4+ 6FPB + 5PC §sszeg minimuma 13. 1 pont



Ez akkor valosul meg. ha 3(3 - x)+ 541+ 1" =13 a D =0 esetben. igy (*) alapjan
64 3

X=— .
32 4

. . 1
Ekkor a P pont az 4B atfogd B -hez kozelebbi nyolcadolopontja, azaz PB =:.

7
AP =—,
4

Most megmutatjuk, hogy maximuma P = 4 esetben van. Igy azt fogjuk igazolni,

hogy 3[;3—:\')—5-\,‘1+.\'2 £?(_3+1)—S~.,’1+[;—1\J: =12+542, azaz x=-1 esetén

lesz a bal oldal maximalis.
Az egyenlotlenség rendezéssel

5 :xf1+ ¥ - «E]_ 3(x +1) alakn.

Az —1=x=1 feltétel miatt a bal oldal értéke nem nagyobb 0-nal, a jobb oldal
pedig legalabb 0 értekii.

Egyenloseg pedig csak az x =-1 esetben allhat fenn, igy a kiindulasi egyenlot-
lenség valdoban helyes. Ennek megfelelden pedig a 3P4 + 6PB +5PC 0Osszeg ma-
ximuma P = 4 esetén valosul meg. 1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés:
A 3P4+ 6PB+5PC 6sszeg minimumal3, maximuma pedig 12 + Sﬁ .

3. feladat:
Az ABCD hurnégyszogben 4B < AD.

Forgassuk el a hirnégyszoget az 4 csucs koriil tgy, hogy a kapott AB'C'D' négyszdg B'C"

oldalegyenesére illeszkedjen az eredeti négyszog C csuicsa.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor a B'D' atlo egyenese atmegy a D cslicson!

Megoldas:
Tekintsiik a kovetkezd abrat:

{ '../ \ "\ \‘\f-""’—-.-
/ | B'

( /.f : \ ,-|

\/ B

o= T

Eloszor megmutatjuk, hogy a forgatas szbge egyértelmii. Ez azert igaz, mert a
BC és B'C" egyenes is ugyanolyan messze van az 4 ponttol (a forgatds miatt),
es a feladat feltételei szerint mindkét egyenes atmegy a C ponton. Ilyen egyenes a
BC egyenesen kiviil viszont csak egy van, az 4 koézéppontu., BC egyenest érintod
koérhoz a C pontbol huzott masik érintd.

1 pont



Most megmutatjuk, hogy B' az 4ABCD négyszdg koriilirt korére esik. Legyen
ugyanis B" az ABCD hurnégyszdg koré irt kor és a B'C' egyenes metszéspontja
(ilyen metszéspont mindig van a feladat feltételei miatt). Az elrendezést az alabbi
abra szemlélteti:

/’{
B_ \\ \.
f’ { a .
x _\\ C
4 l\ \ .}"

WA

Ha B' nem azonos B'-vel — az abranak megfelelden — akkor egyrészt az ABCB"
négyszog hurnégyszog volta miatt 4AB"CL=180°—f, igy AB"B'/= [, mas-
részt a forgatas miatt AB'C' 2= 4.

Igy az AB"B' haromszdégben a B'' csticsnal 1évé szog £ ésa B' csucsnal fekvo
kiilso szogis 5.

Ez viszont lehetetlen, mert a haromszég egyik szdge nem lehet egyenld a nem
mellette fekvo kiilso szoggel. Ezért sziikségképpen teljesiil, hogy B"= B'.
Bizonyitasunknak megfelelden igy a kévetkezd abrat rajzolhatjuk meg:

Az ABCDBRB' 6tszdg hurdtszdg, ezért a B és B'cslicsbol ugyanakkora szogben
latszik a CD koriv.

Tehat CB'DA =CBD ..

A feltételek szerint B' az 4D 1iv belso pontja, a forgatds miatt pedig
C'B'D'/ =CBD., ami azt jelenti. hogy CB'D. =C'B'D' ..

Ezek alapjan pedig a CB'D.2 és a C'B'D'/ szdg valtoszdgek (C. B' és C' egy
egyenesre illeszkednek). ebbol pedig kovetkezik, hogy a B'D' atlo egyenesén
valoban rajta vana D csucs.

Ezzel pedig a feladat allitasat igazoltuk.

1 pont

2 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

4. feladat:

Egy tablara felirtuk a pozitiv egész szamokat ndvekvo sorrendben 1-t0l 3nm-ig. Jancsi a sza-
mok koziil ezutan »# darabot letdrdl (sajat belatasa szerint). Majd Juliska jon, €és a megmaradt
szamok koziil alahuz n darabot. Bizonyitsuk be, hogy Juliska mindig el tudja €rni azt. hogy



az alahnzott szamok balrdl jobbra olvasva olyan sorozatot adjanak. amely paratlan szammal

kezdddik és felvaltva paros ill. paratlan elemei vannak.

Megoldas:

Nézziik a JTancsi altal letdrdlt szamokat! Ezek blokkokat alkotnak, ahol egy blokk
csupa szomszedos szambol all (a blokkok egytaguak is lehetnek).

Toroljiink le a tablarol esetlegesen még néhany szamot, méghozza minden parat-
lan hosszi blokkot kovetd szamot!

A tablan maradod szamok koz6tt igy minden hézag paros hosszusagu lesz, ezért a
megmaradt szomszeédos szamok(az egymast kdvetoek) kiilonbozo paritasuak.

Ha viszont Jancsi n darab szamot torolt le, akkor azok maximum #» darab blok-
kot alkothattak, igy mi is legfeljebb n darab szamot térélhetiink le, ezért n darab
(vagy tdbb) meg mindig a tablan marad.

Az elsd megmarado szam csak paratlan lehet. hiszen az elsd hézag is paros hosz-
sz

Igy ha Juliska alahuzza a tiblan maradt elsé » darab szamot, akkor a kivant tulaj-
donsagl sorozathoz jut.

3 pont

1pont
2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegvzes:
— Bizonyitas nélkiili j6 modszer megadasaert legfeljebb 3 pont adhato.
— Ha a versenyzo nem indokolja, hogy miért lesz az elsé szam paratlan, de
egyebkeént jo a megoldasa. akkor feladata 5 pontot ér.



