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Megoldasok és javitasi itmutaté

1. Az a,, szdmtani sorozat elemei pozitiv egészek. Mutassuk meg, hogy ha a sorozat elemei
kozott van négyzetszam, akkor végtelen sok van!

Megoldas. Ha a szamtani sorozat differencidja nulla, akkor minden eleme egyenld. Ebben
az esetben nyilvén teljesiil a feladat allitasa.

Ha a sorozat differencidja a pozitiv egész d, akkor tekintsiink egy olyan aj elemet, ami
négyzetszam, legyen aj, = b, ahol b > 0 egész.

Megmutatjuk, hogy van a sorozatban k-ndl nagyobb index{i elem, ami négyzetszam. Ebbdl
kovetkezik az allitas.

A aj, utani elemek:

ak+1:b2+d, ak+2:b2+2d, ak+3:b2+3d, e ak+m:b2+md.

Olyan pozitiv egész m értéket keresiink, amire b +md négyzetszam. Egy megfelel$ valasz-
tdis m =2b+d > 0,

ugyanis b* + (2b + d)d = b* 4 2bd + d*> = (b + d)*.

1 pont

2 pont

2 pont
2 pont

Osszesen:

2. Igazoljuk, hogy egy egységélli kocka feliiletén van olyan pont, melybdl a feliilet barmely
masik pontja legfeljebb 2 egység hosszu dton elérhetd, ha csak a kocka feliiletén haladha-
tunk!

Megoldas. Jelolje a kocka ABC'D lapjanak kozéppontjat K| Bebizo-

. G nyitjuk, hogy K-ra teljesiil a feladat allitdsa.
F Hérom esetet kiilonboztetiink meg.
D

2
o Ha a célpont az ABCD lap pontja, akkor legfeljebb \g < 2 tavol-
A B sdgra van K-t6l.

7 pont

1 pont

1 pont



Ha az ABC D-vel szomszédos lapok pontjaiba akarunk eljutni, akkor
a legnagyobb tavolsag

i ko= () (1) =<2

Végiil legyen a célpont az ABC D-vel szemkozti lapon.

A szemkozti lapot 4tldival négy egybevdgd hiromszogre

K 7 bonthatjuk, ezek koziil legaldbb az egyik tartalmazza az

elérendé pontot, példaul GH L. Ekkor a CGHD lapon

4 D H i E keresztiil elérhetd6 GH L minden pontja legfeljebb 2 egy-
ség hosszu tton.

A KL tavolsdg most pontosan kettd, és a GH L tobbi pontja kozelebb van K-hoz, mint L,
mert a K kozéppontd, KL sugari kor belsejében tartalmazza a G és H pontokat.
(KG < 2)

2 pont

3 pont

Osszesen: 7 pont

3. Igazoljuk, hogy ha az z, y, z valés szdmokra teljesiil az
r+y+z2=6 ésaz xy+yz+zxr=9
egyenlség, akkor az x, y, z szdmok mindegyike nemnegativ és nem nagyobb 4-nél.

Megoldas. Az elsd egyenletbdl z =6 — (v +y), igy 2y +yz+ze =zy+z2(x+y) =9
alapjan zy + [6 — (z 4+ y)|(z +y) = 9.

1
Mivel zy < Z(ZL‘ +y)?, hiszen (z — y)* = 0, ezért

JE P [6- )] @ty 29

Az (x + y) = 6 — z visszahelyettesitéssel %(6 —2)* 4 2(6 — z) = 9 adédik.
A kapott masodfoku egyenlStlenség nullara rendezett alakja 4-gyel val6 szorzds utan:
22— 122436 +24z — 42> — 36 = 0,
azaz 0 > 32> — 12z.
A kapott kifejezés szorzattd alakitott formdja: 0 = 3z(z — 4).
Az egyenlGtlenség megolddsa: 0 < z < 4.
Mivel az eredeti egyenletrendszer z, y, z értékeit tekintve szimmetrikus, ezért az adott 6ssze-
fiiggések teljesiilése esetén 0 Sz <4, 0y <4, 024,
Megfelel§ (x;y;z) értékhdarmas meg is adhaté. Ilyen példdul az x = y = 3, z = 0 értékhar-
mas.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



4. Az ABCD konvex négyszogben az ABD< = 20°, a DBC< = 60°, az ADB< = 30°,

1
és a BDC< = 70°. Bizonyitsa be, hogy a négyszog teriilete 3 (AB-CD+ AD - BC)!

1. megoldas. Tiikrozziik a BC'D haromszoget BD felezd-

merdlegesére. 2 pont
A tiikrozés miatt Tapcp = Tapc'D- 1 pont
ADC'<c< = ADB<+ BDC'< = 30° + 60° = 90° 1 pont

és ABC'<<= ABD<+ DBC'<c = 20° +70° = 90°. 1 pont

Igy az ABC'A és az ADC'A is derékszogi, igy

1 1
A TABC’AZEABBCIZEABCD és
] ) 1 pont
Tapos = 5-AD-DC' = 2 - AD - CB.
1
Vagyis Tapcp = Tapcr + Tapor = 3 . (AB -CD+ AD - BC). 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Az ABCD négyszog hirnégyszog, mivel

ADC<+ ABC< = 100° + 80° = 180°. 1 pont

Igy CAD< = CBD< = 60°, mert ugyanazon az iven 1év

keriileti szogek. 1 pont

Ezért a DB atl6 merSleges az AC' atlora. 1 pont
1

Azaz Typcp = 3 -AC - BD. 1 pont

Viszont Ptolemaiosz tétele szerint egy hirnégyszogben

AC-BD =AB-CD+ AD - BC. 2 pont

Ezt helyettesitve a kivant allitdshoz jutunk. 1 pont

Osszesen: 7 pont



5. Legyen f egy olyan fiiggvény, ami egész szdmparokhoz 1-et vagy —1-et rendel a kovet-
kez6 szabdlyok szerint:

f(0,0) = _17
f(1,0) =1
és minden (k,[) egész szdmparra
fk,O)- f(k+1,1)- f(k,14+ 1) =1, valamint
fR) - fk=1,0) - f(k, 1= 1) = 1.

Mennyi f(20052,2005) értéke?

1. megoldas. Ha ismerjikk f(m,n) és f(m + 1,n) értékét, akkor az elsG szabdly szerint
ismerjiikk f(m,n + 1) értékét is (k = m, | =n).

f(m+1,n)és f(m,n—+ 1) viszont meghatdrozza a masodik szabdly szerint f(m+1,n+ 1)-
et(k=m+1, l=n—+1).

fm+1,n+1) é f(m+1,n) az elsG szabdly szerint meghatirozza f(m + 2,n)-et
(k=m+1, l=n).

Tehat ezeket Gsszevetve f(m,n) és f(m + 1,n) meghatdrozza f(m + 2,n)-et.

Innen indukciéval kapjuk, hogy f(0,0) és f(1,0) meghatirozza f(m,0) értékét minden
pozitiv m-re.

Ennek az indoklasnak az els6 1épésében kaptuk, hogy f(m,0) és f(m + 1,0) meghatdrozza
f(m,1)-et

Az el6z8hoz hasonlé okoskodéssal az is beldthatd, hogy f(m,n) és f(m,n+ 1) értéke meg-
hatdrozza f(m,n+2) értékét, ami az el6z6 megjegyzéssel Gsszevetve azt adja, hogy f(0,0)
és f(1,0) meghatdrozza minden f(m,n) értékét, tehit ha egyaltaldn 1étezik ilyen f fiigg-
vény, az egyértelm.

Most belatjuk, hogy

+1 ha m —n 3-as maradéka 1

f(m7n) = {

—1 ha m —n 3-as maradéka O vagy 2

ez a fliggvény.
f£(0,0) = —1és f(1,0) = +1 nyilvan teljesiil.

2 pont

2 pont



A szabalyok teljesiilését pl. a kovetkezd tablazatbol lehet leolvasni, ami k és [ 3-as mara-
déka szerint adja meg a megfelel$ fiiggvényértékeket:

k|l flk=10) | flk,i—=1) | f(k,) | flk+1,0) | f(k,J1+1)

010 —1 +1 —1 +1 —1

011 +1 —1 —1 -1 +1

012 —1 —1 +1 —1 —1

110 —1 -1 +1 —1 —1

1 1 —1 +1 —1 +1 —1

1|2 +1 —1 —1 —1 +1

210 +1 —1 -1 —1 +1

2 11 —1 —1 +1 —1 —1

2 [ 2 1 +1 1 +1 1 2 pont
2005% — 2005 = 2005 - 2004 oszthaté 3-mal, igy f(2005%,2005) = —1. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas. A fiiggvényt szemléltethetjilk Ggy, hogy a koordinatarendszer racspontjaira
1-et vagy (—1)-et irunk, illetve 1 helyett teli, —1 helyett iires karikdt rajzolunk. 1 pont

Ekkor a feltételek a kovetkezSket jelentik:

(7) az origdban teli karika van;
(73) az (1,0) pontban teli karika van;

(#i7) k ilyen allasu egységbefogdji haromszogek csiicsaiban vagy nincs iires karika,
vagy 2 van;

(iv) il ugyanez igaz az ilyen éll4sd egységbefogdju derékszogli haromszogekre is. 1 pont

Ez azt jelenti, hogy ha ilyen haromszognél két csicsban ismerjiik, hogy iires vagy teli karika
van, akkor a harmadik csicsban is tudjuk, hogy minek kell lennie
(2 tires — 3. csucsban teli; 2 teli — 3. cstcsban teli; 1 iires 1 teli — 3. cstcsban iires). 1 pont

Két egymas melletti karikabol az dbran lathat6 sorrendet ko-

vetve barmelyik rdcspontban 4ll6 karikdra kovetkeztetni le-

m_f_QTl het, vagyis ha van egyaltaldn a feladat feltételeinek megfeleld
m+1

fliggvény, az egyértelmd. 1 pont
n-+4 n+5
IWZ 1 n+1 +3
n  nt2



Vegyiik észre, hogy az dbrdn lathat6 periodikus elrendezésnél
minden megfelel6 allast haromszogben 2 iires és 1 teli karika
van, igy ez az elrendezés kielégiti a feltételeket. 2 pont

2005% harmas maradéka 1, igy a (2005%,0) pontban teli ka-
rika all. Mivel 2005 harmas maradéka szintén 1, minden teli
karikdval indul6 fiiggdleges oszlop 2005-ik helyén tiires ka-
rika all, igy a (20052,2005) pontban iires karika all, igy
£(2005%,2005) = —1. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. A masodik megoldés igazdbdl ugyanaz, mint az els§, csak masképpen megfo-
galmazva. Barmilyen mas megoldds természetesen elfogadhat6, de ha csak arrdl szdl, hogy
a feltételeknek megfeleld fiiggvény esetén az érték —1, de nincs emlitve, hogy valéban van
ilyen fiiggvény (tehat, hogy nem ellentmondasosak a feltételek), akkor nem adhaté6 maxima-
lis pontszam.



