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Megoldasok és javitasi itmutaté

1. Kincskeresé miiszeriink hatésugara d méter. (A miiszer d sugari kérnyezetében 1évo kincs
jelenlétét jelzi ki.) A kincs egy ABC haromszog belsejében lehet. A haromszog oldalai
AB =30 m, BC' =40 m, CA =50 m. Csak a haromsz6g hatdrin mozoghatunk.

Legaldbb mekkora d esetén lehetiink biztosak abban, hogy észleljiik a kincs jelenlétét, barhol
is van eldsva?

Megoldas. El6szor megmutatjuk, hogy tetszSleges haromszog alakd tartomany esetén akkor
lehetiink biztosak a kincs észlelésében, ha miszeriink hatésugara legaldbb akkora, mint a
beirt kor sugara. (Jeloljik ezt a tdvolsdgot r-rel.)

A beirt kor kdozéppontja minden oldalegyenest6l r tdvolsdgra van, ezért az oldalszakaszok
pontjaitdl legalabb r tavolsdgra van, vagyis ez a hatotavolsdg sziikséges.

Ha a beirt kor kézéppontjdn 4t parhuzamost hizunk valame-

lyik oldallal, akkor egy olyan trapéz alakd tartomdnyt va-

gunk le a haromszogbdl, melynek pontjai az oldalszakaszrol

bemérhet6k”. (Vagyis a tartomany mindegyik pontjdhoz van

olyan pontja az oldalszakasznak, hogy a két pont tavolsaga
legfeljebb r.)

A hédrom oldalhoz tartozé harom trapéz egyiitt lefedi az ere-
deti hdromszdog teljes teriiletét, tehdt egy r hatésugard miszer
minden esetben elegendd.

A konkrét példdban a beirt kor sugara a teriilet kétféle felirdsdbol kiszdmithato:

_AB-BC _ AB+BC+CA

T
2 2

= 1r=230-40/120 = 10 m.

Tehét d legkisebb megfelel$ értéke 10 méter.

1 pont

2 pont

2 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont



2. Adott 17 darab pozitiv egész szdm, amelyek primosztdi a pozitiv p, g, 7, s primszdmok
koziil keriilnek ki. Bizonyitsuk be, hogy a 17 szam koziil kivalaszthaté két olyan, amelyek
szorzata négyzetszam.

Megoldas. Mind a 17 darab szdm alakja a feltételek szerint p* - ¢¥ - r* - s, ahol x, y, z, u
természetes szam, de egyszerre nem 0 értéktiek.

Az (x;y; z;u) kitevonégyes megfeleld tagja helyére {rjunk I-est, ha a kitevs pdratlan, O
szamjegyet pedig akkor, ha a kitevd paros.

Igy Osszesen 16-féle (x;y; z;u) tipusi szdmnégyes készithets, hiszen x, y, z és u helyére
kétféle (1 vagy 0) szdmjegyet irhatunk.

A 16 darab lehet6ségnek megfelel6en készitsiink a 16-féle szamnégyessel cimkézett dobo-
zokat!

Most tegyiik egy-egy dobozba a 17 szdm mindegyikét pontosan aszerint, hogy az adott szdm
P, q, r, s primkitev6i rendre milyen szdmnégyest hatdroznak meg.

Mivel 16 dobozunk és 17 darab szdmunk van, ezért lesz olyan doboz, amelyikbe legaldbb
két szam keriil.

Két darab egy dobozba keriil szdm szorzata viszont biztosan négyzetszdm, hiszen mindkét
szam megfeleld primkitev6i azonos paritdsiak, igy az azonos alapti hatvanyok szorzatira
vonatkozé azonossdg alapjin a két szdm szorzatdban mindegyik primkitevd pédros hatvdnyon
fog el6fordulni.

Ha pedig mindegyik prim kitevdje paros a szorzatban, akkor a szorzat négyzetszam.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont
1 pont

Osszesen:

3. Igazoljuk, hogy egy egységélii kocka feliiletén van olyan pont, melybdl a feliilet barmely
masik pontja legfeljebb 2 egység hosszi uton elérhetd, ha csak a kocka feliiletén haladha-
tunk!

Megoldas. Jelolje a kocka ABC D lapjanak kozéppontjat K'! Bebizo-

H ; .
G nyitjuk, hogy K-ra teljesiil a feladat allitasa.
£ ‘. Y1l gy J
F Hérom esetet kiillonboztetiink meg.
2
D o Ha a célpont az ABCD lap pontja, akkor legfeljebb % < 2 tavol-
A B sadgra van K-tol.
B o Ha az ABC D-vel szomszédos lapok pontjaiba akarunk eljutni, akkor

a legnagyobb tavolsag

i ko= () (1) = \fi2

7 pont

1 pont

1 pont

2 pont



Végiil legyen a célpont az ABC D-vel szemkozti lapon.

B ¢ G\ P A szemkozti lapot atloival négy egybevagd haromszogre
K 7 bonthatjuk, ezek koziil legaldbb az egyik tartalmazza az
elérend6 pontot, példaul GHL. Ekkor a CGHD lapon

4 D i i E keresztiil elérhet6 GH L minden pontja legfeljebb 2 egy-

ség hosszu tton.

A KL tavolsdg most pontosan kettd, és a GH L tobbi pontja kozelebb van K-hoz, mint L,
mert a K kozéppontd, KL sugard kor belsejében tartalmazza a G és H pontokat.
(KG < 2) 3 pont

Osszesen: 7 pont

4. Oldjuk meg a valés szamok halmazan a kovetkez6 egyenletet:

1 1 2

2
(I Vitva)  (1-Vitve) (e viave) (-vitve)

=0.

Megoldas. Az egyenlet az x > 0 feltétel esetén értelmezhets. Az y = /1 + /x jeloléssel
—V/x =1 — 17, ahol |y| > 1. Egyenletiink igy

1 N 1 n 2 n 2 ~0
(1+y* a-»* Q+»’ 1-p°
alakd. 2 pont
Az els6 és a masodik két tagot kdzos nevezdre hozva
1—y)*+ (1+y)* 1—y)?+(1 3
-y +0+y)  , A=y +0+y)"

(1—92)" (1—9?)

adddik, ahonnan az

2-[(1=9)* = (1= y)(1+3) + (1 +9)’]
(1—y2)

[(1— ) + (1 +9)?] —2(1 —2)°
(1—y2)*
formulét kapjuk.

Mivel (1 —y)* +(1+y)? =202 +1)és (1—9)* —(1—y)(14+y)+ (1 +y)* =143,
ezért az egyenlet a kovetkezd:

2. ~=0

A2+ 1) —2(1 — 2)? 1+ 3y?
(y"+ 1) (1—y9) +4,i:()_ 2 pont

(1-12)°* (1—12)°




Az 1 — y* = —/z helyettesitésnek megfelelGen a kapott egyenlet

2
424 vz ) -2z 4437
> +4. =0
x —z-\/x

alaku. 1 pont
Rendezéssel pedig (z°-tel valé szorzds utdn)
16 + 16y/z + 22 — 163/ — 122 =0

adddik, ahonnan Osszevonds utdn 16 = 10z, azaz x = 1,6 adddik. 1 pont

Mivel ekvivalens atalakitdsokat hajtottunk végre az adott értelmezés esetén, ezért az egyenlet
egyetlen gyoke x = 1,6. 1 pont

Osszesen: 7 pont



