B()lyai Janos Oktatdsi és Kulturdlis Minisztérium
Tamogatdskezel6 Igazgatdsaga
Matematikai Tarsulat tdmogatdsdval

Arany Daniel Matematikai Tanul6verseny
2006/2007-es tanév
2. fordulo
haladok II. kategoria

Megoldasok és javitasi iutmutaté

1. Hatarozza meg a kovetkezd kifejezés legkisebb és legnagyobb értékét a valds szdmok

halmazan: 1
T+
K=—.
241 )

Megoldas. Keressiik a K kifejezés (amely a K (x) fiiggvény) értékkészletének legkisebb és
legnagyobb elemét.

Atrendezve és 0-ra redukdlva a (*) egyenldséget:

Ki*—z2+K—-1=0.

Az z-ben masodfoki egyenletben meghatarozzuk K paraméter értékét ugy, hogy az egyen-
letnek legyen megolddsa a valds szdmok halmazédn. Ennek feltétele, hogy a diszkriminédns
nem negativ:

D=1-4K(K—-1)=0.
1 -2 1 2
A —4K? +4K + 1 = 0 egyenlet gyokei: K| = 2\[ és Kp) = +2\[.
A —4K? + 4K + 1 2 0 egyenl6tlenség megolddsa:
1-V2 o 14+V2
2 - = 2
I s . ) 1-v2
A kifejezés minimuma (az értékkészlet legkisebb eleme) tehdt K| = 7 maximuma
1 2
(az értékkészlet legnagyobb eleme) tehiat K, = +2\f.

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont



2. Tekintsiik az N = 12 + 23 +3* + 45 4+ ... +2006*"7 ssszeget!

a) Bizonyitsuk be, hogy N nem négyzetszam.

b) Igazoljuk, hogy N + 4 nem primszam.

Megoldas. a) A pdratlan szamok péros hatvanyai 4-gyel osztva 1 maradékot adnak, a paros

szamok hatvényai pedig oszthatok 4-gyel. 1 pont

Az N 0sszeg 4-es maradéka igy 1003 -1+ 1003 -0, ami a 4-es maradék szempontjabol 3-nak
felel meg. 1 pont

Viszont egy négyzetszdm 4-es maradéka nem lehet 3, ezért N valéban nem lehet négyzet-
szam. 1 pont

b) Az N 0sszeg 3-as maradékai rendre:
1, -1,0,1, 1,0, 1, =1, 0, 1, 1, O, ....
Eszrevehetd, hogy a maradékok periédusa 6. 1 pont

k+7 és kkJrl

Annak igazoldséért, hogy (k + 6) 3-as maradéka megegyezik:

[(k+ 6)"*7 és k**7 3-as maradéka azonos, ezért
R — M = U - D)+ 1) = T - D) (k4 D (R + k+ D) (R -k + 1)) 1 pont

N +4 3-as maradéka igy 334 - 2 + 20052°% 4 2006%°"7 + 4, ami 0 maradékot eredményez. 1 pont

N + 4 tehat 3-nél nagyobb, 3-mal oszthatd szdm, ezért nem lehet primszam. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Az AB alapi ABC egyenl§ szari haromszog A csicsbdl indulé sulyvonalat harmadolja
a B cstcsbdl indulé magassdg. Mekkora szogben latszik a haromszog S silypontjabdl az
AB alap?

Megoldas. Tekintsiik a kovetkezd dbrakat:

C
F BC felezépontja
C
F
S
F
‘ \ 1 A
A B A N FE B

1. 4dbra 2. 4bra



Az 1. abra alapjan, ha D az A ponttdl tavolabbi harmadolépont, akkor az ABC' haromszog
szabélyos. Ekkor D silypont, és ADB< = 120°.

A 2. dbra alapjan az AB = ¢, CE = m jeloléssel SE =

tulajdonsdga alapjan.

% és AD = DS az S sulypont

3
Az AND és AES haromszog hasonldsiga alapjan AN = NE = g tovibba NB = e
A hasonldsdgi ardny 2 : 1, ezért DN = T.

6
N NB
A BND és CEA haromszogek hasonldsdga alapjan AE ~ O azaz
NB ¢ jc
DN =AE —— = - .-+
CE 2 m’
2
tehdt DN = 2
&m
. 3¢ m ., 9, 2 .. m ¢ .
Mivel DN = — = —, ezért — ¢~ = m~, vagyis — = —. Tehiat SE = AFE.
&qn 6 4 3 2

Ez pedig azt jelenti, hogy az AES hdromszog egyenl$ szard derékszogli haromszog, ekkor
pedig az S sdlypontbdl az AB alap derékszdgben latszik.

(ASB<q =2-ASE<=2-45°=90°)

A silypontbdl tehét az alap 120°-0s vagy 90°-os szdgben latszik.

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

4. A Tour de Hongrie kerékpdaros korverseny tdvja 777 km. A szervez6k, hogy megkonnyit-
sék a versenyzSk dolgat, valamennyi résztvevének egy olyan kijelz6t adtak, amelyen kilomé-
terenként felvillan a mar megtett és a még hatralévé tavolsag. Tehat az indulds pillanatdban
(000;777), a célba érkezéskor (777;000), kozben példaul (097;680) lithaté a kijelz6n.

Hany esetben fordul el8, hogy a kijelzoén felvillané szdmsorban nincs két egyforma szdm-
jegy?

Megoldas. Legyenek a kijelzén felvillan6 szdmok A, A; Ay és B, B1 By. A szamok Osszege
777. Vegyiik el6szor azt az esetet, amikor az 0sszegben nincs tizes atvitel, igy minden he-
lyiértéken kiilon-kiilon 7-et kell adni a szdmjegyek 6sszegének.

A feltételnek megfelelS esetekben Ay a 0,1,...,7 szamjegyek barmelyike lehet, ez By-t mar
egyértelmiien meghatdrozza.

Igy két szdmjegyet hasznaltunk el, tehat A; mar csak hatféle szamjegy lehet és hasonlé gon-
dolatmenettel A, mar csak négyféle, és ezek egyértelmlen meghatarozzdk Bj-et és
B;-t.

Tehét ha nincs tizes atvitel, akkor 8 -6 -4 = 192 esetben villannak fel a feltételnek megfeleld
szdmok a kijelz6n.

1 pont

2 pont



Ha van tizes atvitel az 0sszeadds egyes helyiértékén, akkor a tizes helyiértéken mar nem
lehet atvitel, hiszen az elsd csak 8 + 9-bSl adddhatott, igy viszont 1 + A; + B; legfeljebb
14 lehet, de 17 kéne, hogy legyen.

Igy csak két osszeaddstipus lehetséges:

Ao+ By =17, Ao+ By =1,
A+ B =6, vagy A+ By =17,
Ay + By, =17, Ay + B, = 6.

A kivant osszegek lehetséges felbontdsai (sorrendtdl eltekintve) a kovetkezdk:

17=9+8,
7T=740=6+1=5+2=3+4,

Tehat a 17-et csak egyféleképpen bonthatjuk fel és ez nem csokkenti a 7 és a 6 felhaszndl-
hato felbontdsainak szamat. A 7 elsd felbontdsahoz a 6 utolsé két felbontdsa tartozhat, a 7
kovetkezd két felbontdsdhoz a 6 egy-egy felbontdsa, végiil a 7 utolsé felbontdsdhoz a 6 elsd
két felbontdsa. Ez 6sszesen 2+ 14 142 = 6 lehetdség. Mivel az Osszeg tagjainak sorrendje
mindkét esetben egymadstdl fliggetleniil, kétféleképpen valaszthatd, igy mindkét osszeadasti-
pus egyarant 6 - 2 - 2 - 2 = 48 megoldast ad.

Tehat 0sszesen 192 + 48 + 48 = 288 esetben villannak fel a feltételnek megfelel szamok a
kijelzdn.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



