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Megoldások és javítási útmutató

1. Bizonyítsuk be, hogy 1111-től 2007-ig bármely egész szám osztója az alábbi összegnek:

1 · 2 · 3 · . . . · 896 +
+ 2 · 3 · 4 · . . . · 897 +
+ 3 · 4 · 5 · . . . · 898 +
+ . . .

+ 1111· 1112· 1113· · 2006

Megoldás. Az els̋o két szorzat összege:

1 · 2 · 3 · . . . · 896+ 2 · 3 · 4 · . . . · 897= 2 · 3 · . . . · 896· (1 + 897) =
2 · 3 · . . . · 897· 898

897
.

Ezt az összeget a harmadik taghoz adva:

2 · 3 · . . . · 897· 898
897

+ 3 · 4 · . . . · 897· 898=

=
3 · 4 · . . . · 897· 898· (2 + 897)

897
=

3 · 4 · . . . · 897· 898· 899
897

. 2 pont

A k. tag összegzése után a részösszeg
k · (k + 1) · . . . · (895+ k + 1)

897
lesz. 1 pont

Az 1111. tag összegzése után az összeg:

N =
1111· 1112· 1113· . . . · 2006· 2007

897
,

897· N = 1111· 1112· 1113· . . . · 2006· 2007. 2 pont

A jobb oldali szorzatban szerepel a 897 kétszerese (az 1794).

897= 3 ·13·23 és ezek a prímtényezők többször is szerepelnek a jobb oldalon, mivel 23-nál
több egymásutáni egészet szoroztunk össze. Ezért bármely számot választva a jobb oldalról,
azzal osztható lesz azN összeg. 2 pont

Összesen: 7 pont
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2. Az R sugarúAB átmér̋ojű kört belülr̋ol érinti az r sugarúk kör azA pontban (R > r).
Az R sugarú körBC húrja azE pontban érinti ak kört. Ha aBE ésCE szakasz mértani
közepe megegyezik a két kör sugarának mértani közepével, akkor mekkora azr : R arány
értéke?

Megoldás.

Tekintsük az ábra jelöléseit:

O azR sugarú kör középpontja,K a k kör közép-
pontja, melynek sugarar.

Az ábra alapjánOK = R − r, így KB = 2R − r. 1 pont

A KBE derékszögű háromszögből Pitagorasz té-
tele alapján

EB =
√

(2R − r)2 − r2 = 2
√

R2 − Rr. 1 pont

Thalész tétele alapján azABC háromszög derék-
szögű, valamintKE párhuzamosAC-vel, hiszen
KE is mer̋olegesBC-re, ezért aB csúcsú szögre
a párhuzamos szelők tétele alapján

BE

EC
=

BK

KA
, azaz

2
√

R2 − Rr

EC
=

2R − r

r
, 1 pont

ahonnanEC =
2r ·

√
R2 − Rr

2R − r
. 1 pont

A feladat feltétele alapjánEC · EB = R · r, azaz

2r ·
√

R2 − Rr

2R − r
· 2

√

R2 − Rr = Rr, 1 pont

így 4r(R2 − Rr) = Rr(2R − r). Rr-rel való osztás és rendezés után 4(R − r) = 2R − r

adódik, ahonnan 2R = 3r.

Ekkor pedig
r

R
=

2
3

. 2 pont

Összesen: 7 pont

3. A Matematikai Kaszinóban a következő játékot játszhatjuk: 1-től 10000-ig vannak szá-
mok egy urnában, ezek közül véletlenszerűen kihúznak egyet. Haszépszám jött ki, kapunk
n forintot, ha nem, be kell fizetnünk 1 forintot. A Kaszinóbanszépneknevezik azokat az
a egész számokat, amelyek oszthatók negyedik gyökük egészrészével, tehát

[

4√a
]

| a.

(a) Hány szépszám van 1-t̋ol 10 000-ig?

(b) Melyik az a legkisebb egészn, amire érdemes játszani?

Megoldás. (a) Intervallumokra bontjuk a lehetséges számok halmazát, a negyedik gyök
egészrésze szerint.
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Ha 1≦ a < 16, akkor
[

4√a
]

= 1. Tehát az 1, 2, . . . , 15 számok szépek.

Ha 16≦ a < 81, akkor
[

4√a
]

= 2. Tehát a 16, 17, . . . , 80 számok közül a párosak szépek.

Általában hak4 ≦ a < (k + 1)4, akkor
[

4√a
]

= k. Tehát ak4, k4 + 1, . . . , (k + 1)4 − 1 szá-
mok közül mindenk. szép, az els̋ovel kezdve. 2 pont

A k4 és (k + 1)4 − 1 közé es̋o szép számok:

k4, k4 + k, k4 + 2k, . . . , k4 + 4k3 + 6k2 + 4k = k4 + (4k2 + 6k + 4)k.

Ez összesen 4k2 + 6k + 5 szép szám. Mivel a 10000 is szép, a következő képlet adja a
keresett darabszámot:

1 +
9

∑

k=1

4k2 + 6k + 5 = 1456. 3 pont

(Itt összeadhatunk 9 darab számot, vagy dolgozhatunk az ismert összegképletekkel:

1 +
9

∑

k=1

4k2 + 6k + 5 = 1 + 4
9

∑

k=1

k2 + 6
9

∑

k=1

k +
9

∑

k=1

5 =

= 1 + 4 · 9 · 10 · 19
6

+ 6 · 9 · 10
2

+ 9 · 5 = 1456.)

(b) Feltételezhetjük, hogy bármelyik szám kihúzásának esélye azonos, ezért az átlagos nye-
reséget számolhatjuk úgy, mintha minden számot egyszer húznának ki. 1456 esetben nyerünk
n forintot, 8544 esetben pedig veszítünk 1 forintot. Akkor várhatunk pozitíveredményt, ha
1456n > 8544. Az egyenl̋otlenségn ≧ 6 esetén teljesül. Han legalább 6, érdemes játszani. 2 pont

Összesen: 7 pont
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