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haladok I. kategoéria

Megoldasok és javitasi utmutato

1. Bizonyitsuk be, hogy 1111t 2007-ig barmely egész szam osztéja az alabbi 6sszegnek:

1. 2. 3.....806 +
+ 2. 3. 4...-897 +
+ 3. 4. 5....808 +
+

+1111. 1112 1113 - 2006

Megoldas. Az elsh két szorzat dsszege:
2-3....-897-898

1.2-3-...-896+2-3-4....-897=2-3-...-896- (1+ 897 =

897
Ezt az 6sszeget a harmadik taghoz adva:
2-3-...-897-898
.4.....897-898=
897 +3 897- 898
3:4.....897-898-(2+897) 3-4....-897-898-899
= = . 2 pont
897 897
E+1)- (895+k+1
A k. tag 6sszegzése utan a részossze é + 897 +k+l) lesz. 1 pont
Az 1111. tag 6sszegzése utan az 6sszeg:
N — 1111-1112-1113-...-2006- 2007
N 897 ’
897- N =1111-1112-1113....-2006- 2007 2 pont

A jobb oldali szorzathan szerepel a 897 kétszerese (az 1794).

897 = 3-13-23 és ezek a primtény@kz tobbszor is szerepelnek a jobb oldalon, mivel 23-nal
tobb egymasutani egészet szoroztunk 6ssze. Ezért barmely szdasrtva a jobb oldalrdl,
azzal oszthat6 lesz a¥ Osszeg. 2 pont

Osszesen: 7 pont



2. Az R sugarUAB atmébjl kort beliildl érinti azr sugaruk koér az A pontban R > r).
Az R sugarl korBC hurja azE pontban érinti & kort. Ha aBE ésCFE szakasz mértani
kozepe megegyezik a két kdr sugardnak mértani kozepével, akkdonaelizr : R arany
értéke?

Megoldas.

Tekintsik az abra jel6léseit:

O az R sugaru kor kozéppontjds a k kor kbzép-

pontja, melynek sugara.

Az abra alapjarOK = R—r, igy KB=2R—r. 1 pont
A K BE derékszogl haromszégbPitagorasz té-

tele alapjan

EB =1/(2R—r)?>—r2=2VR?— Rr. 1 pont

Thalész tétele alapjan a#¢BC haromszog derék-
szdgl, valamintK E parhuzamosAC-vel, hiszen
KFE is meBlegesBC-re, ezért aB csucsu szbgre
a parhuzamos s#il tétele alapjan

BE _ BE azaz 2 B2~ Rr 2R -r 1 pont
EC ~ KA’ EC P
VRZ —
ahonnangc = 27 VR~ fir. 1 pont
2R—r
A feladat feltétele alapjaeC - EB = R - r, azaz
2r  /RZ —
% .2v/R2— Rr = Rr, 1 pont
igy 4r(R? — Rr) = Rr(2R —r). Rr-rel val6 osztas és rendezés utgR4-r) = 2R —r
adodik, ahonnan 2 = 3r.
LT 2
Ekkor pedlgﬁ =3 2 pont

Osszesen: 7 pont

3. A Matematikai Kaszin6ban a kovetk@zatékot jatszhatjuk: 181 10000-ig vannak sza-
mok egy urnaban, ezek kdzll véletlenszerlien kihlznak egyeszEfgszam jott ki, kapunk
n forintot, ha nem, be kell fizetniink 1 forintot. A Kaszinébarépneknevezik azokat az
a egész szamokat, amelyek oszthatok negyedik gyokik egészrészééel[,&@ ] | a.

(a) Hany szépszam van 14l 10 000-ig?

(b) Melyik az a legkisebb egész, amire érdemes jatszani?

Megoldas. (a) Intervallumokra bontjuk a lehetséges szamok halmazat, a negyedik gyok
egészrésze szerint.



Ha 1< a < 16, akkor[v/a] = 1. Tehat az 12,...,15 szamok szépek.
Ha 16< a < 81, akkor[+v/a] = 2. Tehat a 1617,...,80 szamok kozul a parosak szépek.

Altalaban hak* < a < (k + 1), akkor [{/a] = k. Tehat ak*, k* +1,..., (k + 1)* — 1 sz&-
mok koézil mindenk. szép, az ebvel kezdve. 2 pont

A k* és(k+1)* — 1 kozé eé szép szamok:
kY kY k, K42k, .., kY 4 4k3 4 6% + 4k = kY + (4k% 4 6k + A)k.

Ez 6sszeseni# + 6k +5 szép szam. Mivel a 10000 is szép, a kovetkézplet adja a

keresett darabszamot:
9

1+ 4k +6k+5=1456 3 pont
k=1

(Itt 6sszeadhatunk 9 darab szamot, vagy dolgozhatunk az ismergképhetekkel:

9 9 9 9
1+) 4k +6k+5=1+4> k*+6» k+» 5=
k=1 k=1 k=1 k=1

91019 0910 oo

=1+4
+ 6 2

(b) Feltételezhetjuk, hogy barmelyik szadm kihGzdsénak esélye azonosaezéttagos nye-
reséget szamolhatjuk agy, mintha minden szamot egyszer hliznanak kieddthen nyeriink
n forintot, 8544 esetben pedig veszitiink 1 forintot. Akkor varhatunk poeitddményt, ha
1456 > 8544. Az egyeriitlenségn = 6 esetén teljesiil. Ha legalabb 6, érdemes jatszani. 2 pont

Osszesen: 7 pont



