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Megoldasok és javitasi iutmutaté

7
1. Mennyi lesz a ((( . (77)7)7)7 . ) kifejezés utolsé jegye, ha 2006-szor végeztiik el a

7. hatvanyra emelést?

1. megoldas. ((( . (77)7)7)7 .. .)7 = 77T T T 1 pont

Vizsgédljuk meg 7 hatvdnyainak utolsé szdmjegyét:

7' =7

7?=...9

7 =..3

=1

=7

7°=...9

77 =...3

78 .1 2 pont
A 7,9, 3,1 szimjegyek 4-es periddusban ismétlédnek. Ahhoz, hogy megtudjuk, hogy a négy
lehetséges végzddés koziil melyik az utolsé szdmjegy, meg kell allapitani a kitevd négyes
maradékat. 1 pont
A 7 néggyel osztva (—1) maradékot ad.
(—1) 2006. hatvanydnak néggyel vett osztdsi maradéka 1. 2 pont
Tehat a kifejezés utolsé jegye 7. 1 pont

Osszesen: 7 pont



2. megoldas. A 7 hatvanyait vizsgdlva 7’ utolsé szdmjegye 3:

7' =7

7?=...9

7=...3

A |

=7

7*=...9

7=...3

78 .1 2 pont
A 7’-t hatvdnyozva a (77)7 utolsé szdmjegye megegyezik a 37 utolsé szdmjegyével, azaz
7-tel:

31=3

3 =

3 =...7

3t =1

3=...3

30=...9

37 T 2 pont
Ha a 7-et paratlan sokszor emeljiik a hetedik hatvanyra 3-at, ha paros sokszor végezziik el
a hatvédnyozést, akkor 7-et kapunk. 2 pont
Mivel 2006 paros szdm, ezért a 2006 hatvanyozds végeredményeképpen az utolsd szdmjegy
7 lesz. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Adjuk meg azokat a természetes szdmokbdl all6 (z;y) szdmparokat, melyre teljesiil, hogy

227 + y? = 2xy + 2z + 84.

Megoldas. Alakitsuk teljes négyzetek Osszegévé a kifejezést:
227 + 4 — 2ay — 2z = 84,
2? =2z + 1 +y* + 22 — 22y = 85,
(z— 1)+ (y —2)* = 85. 3 pont

85-0t kétféleképpen tudjuk két négyzetszam Osszegére felbontani:

85 =81 +4,
85 = 36 + 49.



Ha (z — 1) =81 és (y — z)> = 4, akkor 2 — 1 = £9.
z = 10, mert x természetes szdm, illetve y — x = +2 miatt y = 10, illetve y = 8.
Ha (z —1)* =4 és (y — x)* = 81, akkor = — 1 = £2.

x = 3, mert x természetes szam, illetve y —x = +9 miatt y = 12, mert y is csak természetes
szam lehet.

Ha (z — 1) =36 és (y — z)* = 49, akkor z — 1 = +6.
x =7, mert x természetes szam, illetve y — x = +7 miatt y = 0, illetve y = 14.
Ha (z — 1) =49 és (y — x)* = 36, akkor z — 1 = +7.
x = 8, mert x természetes szam, illetve y — z = +6 miatt y = 14 illetve y = 2.

Tehat a keresett szdmparok:

y |12 8120 |14 |14 |2

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen:

3. Bizonyitsuk be, hogy ha egy téglalap 4tl6i altal bezart kisebbik szog 30°, akkor a téglalap
belsé szogfelez6i altal kozrefogott négyszog teriilete megegyezik a téglalap teriiletével.

Megoldas. Tekintsiik a kovetkez$ abrat:

R
D C
S 0 Q AB=a, BC =b, CT =m.
A B
P

ocC
Az OTC derékszogli hairomszogbol a C'T' = m magassag -

Az ABC derékszogii haromszogbdl Pitagorasz tétele alapjan AC =2-OC = v/a? + b?, igy

Vet +
i
A PQRS négyszog négyzet. Ennek igazolasaért:
AB AD a—>
A PQRS négyzet oldala — — — = RS alapjan .
Q gy N NG pj 7
A négyzet teriilete {, <a — b>2 a’ —2ab+¥
z il —_— ) =
gy gy NG 5

7 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont



A téglalap teriilete: AB- BC = DB - C'T, azaz
VaZ - b2
ab= v a*+b?- %, tehat a® + b* = 4ab.

a® — 2ab + b?

5 , ezért a® 4 b? = 4ab alapjdn a teriilet

Mivel a négyzet teriilete

4ab — 2ab B

5 ab,

ami pedig éppen az ABCD téglalap teriilete.

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

4. A Tour de Hongrie kerékparos korverseny tavja 777 km. A szervezdk, hogy megkonnyit-
sék a versenyzSk dolgat, valamennyi résztvevének egy olyan kijelz6t adtak, amelyen kilomé-
terenként felvillan a mar megtett és a még hatralévd tavolsag. Azaz az indulas pillanatdban
(000;777), a célba érkezéskor (777;000), kozben példaul (097;680) lathaté a kijelz6n.

Hény esetben fordul el6, hogy a kijelzén felvillané szamsorban pontosan kétféle szamjegy
talalhat6?

Megoldas. A két szam utolso jegyei kiilonbozdk, hiszen Osszegiik paratlan szamot (777)
kell, hogy adjon. A feltétel szerint csak ez a két szam 1éphet fel mindkét tdvolsdgadatban.

A szamok Osszeaddsakor nem léphet fel tizes atvitel, mert ez csak akkor fordulhatna eld,
ha az egyik szdmjegy 8, a masik pedig 9, és ekkor a hdromjegyii tdvolsdgadatok 8-cal vagy
9-cel kezdddnének, ami lehetetlen.

Eszerint minden helyiértéken kiilon-kiilon 7-et kell adni a szdmjegyek 6sszegének, méghozza
ugy, hogy az egyik szdmban az egyik, a masik szdmban a mdsik szdmjegy all az adott he-
lyiértéken.

A feltételnek megfeleld esetekben az elsé helyiértéken taldlhaté egyik szamjegy a 0,1,...,7
szamjegyek barmelyike lehet, ez a mésik szamjegyet mar egyértelmtien meghatarozza. A ma-
radék két helyiértéken is ennek a két szdmjegynek kell dllnia, de a sorrendjiik mindkét he-
lyen kétféle lehet

Igy 8-2-2 =32 esetben villannak fel a feltételnek megfelels szamok a kijelz6n.

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont
2 pont

Osszesen: 7 pont



