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Megoldasok és javitasi itmutaté

1. Melyik az a legnagyobb kettShatvany, amivel a 22°% 4+ 102 oszthat6?

Megoldas. Emeljiink ki a 22 4 10%%% gsszegbél 220%-t. 1 pont
22005 + 102005 — 22005(1 + 52005). 1 pont

Részpontszdm: 2 pont

1. megoldas. Az (1 + 5%°%)-t felbonthatjuk szorzat alakba az
a2k+1 + b2k’+1 — (CL + b) i (a2k o a2/€71b+ a2k72b2 — ¥ bZk)

azonossag szerint:

(1 + 52005) — (1 + 5) (52004 _ 52003 + 52002 — .+ 1) 2 pOHt
Az elsG zargjelben dll6 szdm (1 +5) = 2 - 3, oszthat6 2-vel. 1 pont
A masodik zaréjelben paratlan darab pdratlan szdm Osszege van, ezért a jobb oldali zardjel-
ben 1évé Osszeg paratlan. 1 pont
Tehat a 22°% a legnagyobb kettGhatvany, amivel a 220 4+ 102 oszthatd. 1 pont

Részpontszam: 5 pont

2. megoldas. Az 52 és az 1 is pdratlan szam, ezért 6sszegiik paros. 1 pont

Az 5 0sszes hatvanya 25-re végzddik. Ehhez egyet hozzdadva az 6sszeg 26-ra végzddik, ami
2-vel oszthatd, de 4-gyel nem, mert egy szdm néggyel oszthatd, ha az utolsé két jegyébdl
all6é szdm oszthaté 4-gyel. 3 pont

Tehat 2006 a 2 legnagyobb kitevsje, amivel a 2% 4 10%°% oszthatd. 1 pont

Részpontszam: 5 pont



2. Két parhuzamos egyenes mindegyikén primszam szdmdu pontot jeloltiink meg. A megjelolt
pontok — mint csicsok — altal meghatarozott 6sszes négyszog szama kétszerese a megjelolt
pontok 4ltal meghatdrozott hdromszogek szdmdnak. Hany pontot jeloltink meg az egyene-
seken?

Megoldas. Ha az egyik egyenesen n db, a misik egyenesen k db pont van megjeldlve,
nn—1) k(k—1)

akkor a négyszogek szdma 7 . T hiszen mindkét egyenesrdl két pontot kell
vélasztani.

-1 k(k—1
A megfelel6 hdromszogek szdma % k4+n- %, mert az egyenesekrol 1, illetve

2 db pont valaszthat6.

A feltétel szerint

nn—1)-k(k—1) nk(n—1) nk(k—1)
: —o (2= ),

Rendezéssel (n—1)(k—1) = 4(n+k—2) adédik, azaz nk —n —k+1 = 4n+4k — 8 alapjan
nk —5n =5k — 9.

S5k—9
A Kkapott 0sszefiiggésbdl n = 5 ahol k£ > 5.

Sk-9 _Sk-25 16 _ 16
k=5 k-5 k-5 = k-5

Al6=1-16=2-8=4-4=8-2=16-1 felbontdsok alapjdn

Mivel n =

ezért (n —5)(k —5) = 16.

| 67|

n |13 ] 21
k|21]13]

716

9
9
addodik.

A primek korében igy a megoldds:

azaz az egyik egyenesen 7, a mdsik egyenesen pedig 13 megjeldlt pontnak kell lennie.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Egy kocka minden cstcsat két természetes szimmal je-
Ioltik meg, amelyek koziil egyet egy betiivel eltakartunk.
Igy az egyik szdm lithat6, a masik nem. Barmely csticsnal
1évo lathatd szam a csuccsal élszomszédos harom, betiivel
takart szdm 4tlaga. Milyen szdmokat rejtenek a betiik?




Megoldas. Jeloljiik a csucsokat az abban a csticsban takart betlivel. Az A csticcsal szom-
szédos csucsok az E, D és B. Ezekre felirva a feltételt:

A: eJr%dij:7,azaze—i-d—i-b:21.

Hasonl6an a tobbi csucsra:

B: a+f+c=09,

C: b+d+g=24,

D: a+h+c=15,

E: a+f+h=15,

F: e+b+g=27,

G: h+ f+c=15,

H: e+d+g=27. 1 pont

Az E és D egyenletekbdl f = c.
A D és G egyenletekbdl a = f.
A H és F egyenletekbdl b = d. 1 pont

A B egyenletbdl és az el6zéek miatt a = f = ¢ = 3.
A G egyenletbe f = ¢ = 3-at helyettesitve h = 9-et kapunk. 1 pont

Az A és C egyenletbdl d = b-t behelyettesitve kapjuk, hogy e +2b = 21, illetve g+ 2b = 24.
A két egyenletet egymdasbdl kivonva g = e + 3 adddik. 1 pont

Ezt behelyettesitve a H egyenletbe:

e+b+3+e=27,
2e + b = 24.

A C' egyenletbe b = d-t és g = e + 3-at helyettesitve:

20+ 3 + e = 24,
2e+b=2b+3+e,
e=>b+3. 1 pont

Ezt behelyettesitve az A egyenletbe:

b+3)+b+b=21,
b=6. 1 pont

Azaza=c=f=3,b=d=6,e=h=9, g=12. 1 pont

Osszesen: 7 pont

4. A k; és kp korok kiviilrsl érintik egymast. Az érintési ponton dtmend egyenes kj-et a P,
k>-t a P, pontban metszi mdsodszor. Megrajzoltuk a Pj-en és P%»-n dthaladd, k;-et érint6
kort. Bizonyitsuk be, hogy ennek a kornek a sugara a k; €s k, korok sugardanak Osszegével
egyenld!



Megoldas. Két esetet kiilonboztetiink meg:

1. Ha az egyenes atmegy k; és k, kozéppontjan,
akkor a harmadik kor kozéppontja rajta van e-n.
Ezért a P P, szakasz ennek a kornek az atmérdje
és hossza a két masik atmérd Osszege.

A

2. Ha az e egyenes nem halad at k; és k, kdzéppontjan, akkor 1étrejonnek a PO\ E, PO, E

és a P03 P, haromszogek. J6 ébra:

Ezek a hiaromszogek mind egyenld szardak, ezért a
bejelolt szogek egyenlGek.

Az 010, P,05 négyszog paralelogramma, mert szem-
kozti szogei egyenlek.

Ezért szemkozti oldalai egyenléek, azaz Oz P, =
= 0,0;.

De a két kor érintkezése miatt 010, = r| + 13, igy a
harmadik kor sugara O3 P, = | + 5.

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

5. A Fiatal Matematikusok Konferencidjara 99 didk kapott meghivast. A résztvevék magyar,
angol, német, olasz, francia, gorog és torok nemzetiségiiek voltak. A szervezdk észrevették,
hogy nincs 8 kiilonb6z6 kord, azonos nemzetiségili résztvevs. Bizonyitsuk be, hogy van két
azonos kord, nem{ és nemzetiségli résztvevd a konferencian!

(Az életkor egész szam.)

Megoldas. Haromszor alkalmazzuk a skatulya elvet egymads utén.

Ha nincs 8 kiilonbdz6 kord, azonos nemzetiségli résztvevd, akkor legfeljebb 7-féle kord,
azonos nemzetiségli didk érkezhetett. (Azaz lehetséges, hogy 7-7 = 49 kiilonb6z6 korcsoport
van, de egy nemzetiségen beliil csak legfeljebb 7 kiilonboz6 koru didk lehet.)

Ha mindegyik nemzetiségbdl csak 14 didk lenne, akkor a 7 nemzetiség didkjai Osszesen 98
embert tennének ki a 99 helyett: 14-7 = 98 < 99. Ezért biztosan van 15 azonos nemzetiségii
résztvevo.

Abban a nemzetiségben, ahol 15-en vannak, biztosan van 3, aki ugyanolyan kord, mert leg-
feljebb 7-féle korosztdly van egy nemzetiségen beliill, és ha minden korosztalyban csak 2
ember lenne, akkor csak 14 embert tennének ki a 15 helyett: 2 -7 = 14 < 15.

A hdrom ember koziil biztosan van 2, amelyik ugyanolyan nemi. Azaz az éllitdsunkat be-
lattuk.

Osszesen:

7 pont

1 pont

2 pont

2 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont



