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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az ABC héaromszog beirt kore az AC' és BC oldalakat az X és Y pontokban érinti.
A B-b6l indulé bels szogfelezd az XY szakaszt P-ben metszi. Mekkora az APB<?

Megoldas.

Abrit készitiink, amin felhaszndljuk, hogy a feladat allitasa
szerint a B-bdl induld szogfelez6 metszi az XY szakaszt.
Legyen a beirt kor kozéppontja O (ezen athalad a B-bdl in-
dulé szogfelezd), és jelolje Z a beirt kor AB-n fekvd érintési
pontjat.

Az dbra alapjdn az a sejtésiink, hogy APB<t = 90°, ezt fog-
juk bizonyitani.

A X c

Ha a metszéspont egybeesik X -szel, akkor ABC' egyenl§ szari (AB = BC), és igy nyilvan
a B-bdl induld belsd szogfelezd merdleges az AC' oldalra.

A bizonyitds 1ényege annak megmutatdsa, hogy az A, X, P, O, Z pontok egy AO atmérgjii
koron vannak. Thalész tétele miatt innen kovetkezik a feladat allit4sa.

A szokasos médon jelolve a haromszog szogeit a kovetkezo-
ket irhatjuk fel:

Az XCY egyenl$ szari haromszogbdl

CXY<=90° — %

az AXZ egyenl§ szari haromsz6gbdl pedig

AXZ< =90° — %
Innen N
v « QT
ZX P<t = 180° — <9o° _ f) _ (90° _ f) - .
< 2 2 2

Azt is tudjuk, hogy ZBP< = [3/2, ezért a ZX PB négyszogben az X-nél és B-nél 1évd
szogek Osszege 90°, tehdt a Z-nél és P-nél 1év6 szogek osszege 270°. Viszont OZ B = 90°
(érintd), ezért X PO<t + X ZO< = 270° — 90° = 180°, vagyis X POZ hirnégyszog.

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont



Thalész tétele miatt AXOZ is hirnégysz6g, AO atmérGvel, tehat belattuk, hogy A, X, P,
O és Z egy AO atmérdjli koron vannak, igy APO< = APB< = 90°. 2 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: A feladat allitdsa akkor is igaz marad, ha a szogfelez6 az XY szakasz meg-
hosszabbitdsit metszi.

2. 2013 valds szamra fennall:

ay 2 ay Zaz 2 ... 2 axpp = axi3 = 0,  valamint

61
a3+ @35+ .+ ajys 2 E
Igazoljuk, hogy a; + ax + az + ... + ax12 + az013 > 2013

Lehet-e a fenti 2013 tagd 0sszeg pontosan v 2013 ?

1. megoldas. Az a; + ay + a3 + ... + a2 + azo13 Osszeget nevezziik el S-nek!
S els6 33 tagjara, és a maradék tagokra is egy-egy alsé becslést fogunk adni.

1) ay +a; +a3+ ...+ as3 = 33 - asz a tagok monoton csokkenése miatt. 1 pont

61
A T < a3, +a3s+ ...+ ady; egyenlStlenség jobb oldaldn 16v6 valamennyi aj, tagot cse-
réljiink ki a nédla (ugyancsak a tagok monoton csokkenése miatt) nem kisebb ass - aj taggal.

Ekkor nyerjiik:

61
T §a§4+a§5+...+a§013 < as;z- (a34+a35+...—|—a2013).

Ezt az egyenl6tlenséget osztva a pozitiv az3-mal kapjuk (as3 nyilvdn pozitiv, kiilonben as4,
és utdna az Osszes tag is mind O lenne ellentmondasban azzal, hogy a négyzetdsszegiik na-
gyobb 61/4-nél.):

61
4. ass

2) § az4 + a3s + ...+ Q13- 2 pont

(1) és (2) alapjan:

61
S:(a1—|—a2+...+a33)+(a34+...+a2012+a2013)233-a33+4 o
- as3

Itt a kéttagd szdmtani, mértani kozepek kozotti dsszefiiggést haszndlva

S 2>33-a3 +

3361
—Va. = = V33-61=v2013.

61 61
>2.4/33 as - -
4-a35 — 433 4. a3

Vagyis S valdban legaldbb v2013. 2 pont



Akkor van egyenldség, ha az Osszes helyen, ahol becsiiltiink egyenldség van.

400

A ,,szamtani-mértani kozepes becslés” miatt 33 - az3 = , S innen
ass
B 61 /6l
B3=Va33 " Vi
Az (1) becslés miatt a; = ar = a3 = ... = a3z az elsé 33 tagra.

Mig a (2) becslés miatt valamennyi (k > 33) tagra ai = ap - a33.

Ez utébbi csak ugy lehet, ha a; = 0, vagy ax = ass.

Mivel most )
61 61
2 2 2 2
... = — =33.4,/—— =33.
@34 T G35 F - T 3013 = \ 2-33 azs;
ez a tagok nem csokkenése miatt azt jelenti, hogy aszs = azs = ... = ags = asz, és a tobbi
tag: 0.

Vagyis: pontosan

) —a) =az3 = ... =az3 = ... = Qg — = és a67:a68:...:a201320

esetén teljesiil az egyenlség.

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Megoldas (Janzer Barnabds dolgozata alapjdn).

/ 61
El8szor ,,észrevesszik”, hogy ay = ay = ... = ags = TEvR ésagr =g =...=ax3=0
esetén egyenldség teljesiil, vagyis a; + az + ... + a3 = V2013.

Ezutdn megmutatjuk, hogy minden mds esetben tudjuk dgy mddositani az a; szdmokat, hogy
a feltételek érvényesek maradjanak, a szdmok Osszege ne ndjon, és végiil legalabb v2013
legyen.

Terviink a kovetkez8: az asq, ass, ... szdmokat Ugy vdltoztatjuk, hogy négyzetdsszegiik ne
véaltozzon, és a kis indextiek as4-hez, a nagy indextliek pedig 0-hoz kozeledjenek. A kovet-
kez6 lemma alapjan ez a médositds nem noveli (dltaldban csokkenti) a szamok Osszegét.

Lemma: Ha x = y = 0, és x-et megnoveljiik, y-t pedig csokkentjiik (de legfeljebb nulldig)
ligy, hogy az iij szdmok négyzetisszege megegyezzen az x* + y* osszeggel, akkor a kapott
szdmok 0sszege nem nagyobb, mint x + y.

Bizonyitas: Feltehetjiik, hogy = > y > 0. Legyen a,b > 0 és 2> + 3> = (x4 a)* + (y — b)*.
Innen 2yb — 2za = o + b* > 0, vagyis yb > za. Ez csak tgy lehetséges, ha b > a, hiszen
y<z Tehitzx+a+y—b=x+y—(b—a)>x+y.

A folytatdsban asg-et rogzitjilk. A 34-nél kisebb index{i szimokat asz4-re csokkenthetjiik, ez-
zel nem sértjilk meg egyik feltételiinket sem, és a szamok 0sszege nem nd. A 34-nél nagyobb
indexl elemeknél pedig ismételten alkalmazzuk a lemmadnkat, a kovetkezé méddon:



ElGszor az (a3s, axo13) part ,toljuk” szét, ha lehetséges. A széttolds azt jelenti, amit a lem-
maban végeztiink a szampdrral. Ha ass értéke eléri as4-et, vagy apg3 eléri nullat, megallunk.
Ezutdn mindig vessziik a legkisebb index{i olyan elemet, ami kisebb as4-nél, és a legnagyobb
indexiit, ami pozitiv, és veliik folytatjuk a ,széttoldst”. Igy a négyzetosszeg nem valtozik,
a szdmok Osszege nem nd (4ltaldban csokken), és el6bb-utébb eljutunk a kovetkezd 4lla-
potba:
T,%,...,x,¢,2,...,2, y ,0,0,...,0, (x 2 vy).
~—

33 db n db A34+n
Az persze el6fordulhat, hogy a szdmsor végén nincsenek nullak.

Ha még az is igaz lenne, hogy y =0, akkor kész lennénk, hiszen ebben az esetben

61 . /61
n- CL§4 = Z, vagyils ap = ... =033 = Q34 = ... = A344n—1 = % Ekkor

2
/61 /61 /61 /61
a1+a2+...+a2013:(33+n)- R:n- %+33~ Rzz 33n E =2013.

A megoldas utolsé része tehdt arra irdnyul, hogy megmutassuk, eljuthatunk az y = 0 4lla-
potba ugy, hogy a feltételek nem sériiltek, és a szdmok 6sszege nem nétt. Két esetet kiilon-
boztetiink meg aszerint, hogy as4-t6l kezdve ,.elég sok” egyenld elem van-e.

n = 33: Az y szamot nulldra csokkentjiik, az a; = ... = az31, szdmokat pedig = + 33%}_ -

n
re noveljik. Az elemek Osszege nem véltozott, a négyzetdsszegr6l megmutatjuk, hogy nem
csokkent, vagyis nem sériilt a feltétel.

Yy
33+n

egyszersités és (n + 33)-mal val6 szorzds utan ez igy néz ki: y(n + 33) < 2nz +

2
> . A zérgjel felbontdsa, y > 0-val

Yy
n+ 33

Azt szeretnénk latni, hogy naz? +y> <n <x +

Ez pedig igaz, hiszen (n + 33 < 2n miatt)

y(n+3) <z(n+33) < 2nx < 2nx +

Y
n+33°

Igy mér csupa egyenld pozitiv szimunk van, amelyeket egyenld mértékben csokkentve a szi-
mok Osszege csokken, a kérdéses szamok négyzetdsszege pedig 61/4-re csdkkenthetd.

B3+n)z+y
34+n >
megmutatjuk, hogy igy a feltételben szereplé négyzetdsszeg nem csokkent. Az nyilvanvald,

hogy az 6sszeg nem valtozott. A kovetkez6t kell belatnunk:

n < 33: Most az aj,a; . .., as+, szdmokat helyettesitjiik dtlagukkal (

33+ n)z+yV
na’ +y* < (n+1)- (W) .



Rovid szamolas kovetkezik:

3B4+n)z+y\ z—y
2 2 <L 1) - (— — 1) - —
nrt+y = (nt 1) < 3% +n ) A N Y]

2 2
P et N & P BN A
e <n+34 P v R P

A jobboldalrél elhagyva a (nemnegativ) négyzetes tagokat, elég lenne beldtni, hogy

Vs e Ty T ATy

Beszorzas utan:
ny? + 34y* < 2%(32 —n) + x - 2ny + 2y).

32 —n 20 és = > y miatt elég lenne:
2 2 < .27y . — a2 2
ny-+34y" Sy (32 —n)+y- 2ny + 2y) = ny” + 34y°,

ami azonossdg. Tehdt ebben az esetben is egyenldvé tudtuk tenni a szdmsor pozitiv tagjait
a feltételek megsértése nélkiil, €s kozben a szamok Osszege nem nétt. Erdemes megjegyezni,
hogy az el6z6 egyenldtlenség mindegyik gyengitése az x > y reldcion mulott.

Osszefoglalva: mindkét esetben eljutottunk egy olyan helyzetbe, hogy aj =ar =... =
= asgrn =2 >0 és asgint1 = ... = ag3 = 0, tovabba teljesiil, hogy a szamok Osszege

61 . .
az 4talakitds sordn nem nétt (dltaldban csokkent), és a3, + ... + a3y ;3 = 7 Az ilyen szam-

sorrdl pedig kordbban bebizonyitottuk, hogy Osszege legaldbb v2013.

3. Artidr kirdly udvardba hivatalos vendégségbe néhany lovag. Barmely két lovag vagy barit,
vagy ellenség (a viszonyok kolcsondsek, és az id6 mildsdval nem véltoznak).

Egy kordbbi vendégség sordn ugyanezek a lovagok le tudtak iilni két asztal mellé gy, hogy
az egy asztalndl 1ill6k mind baratai voltak egymasnak.

A mostani vendégség sordn a vendégek egyesével érkeztek meg. Erkezésiik utdn minden
érkez$ leiilt az egyik olyan asztalhoz, ahol nem iilt ellensége; az ilyen asztalok koziil azt
valasztva, ahol a legtobb baritja iilt (ha egyetlen megfelelé asztal sem volt, akkor az érkezd
természetesen j asztalhoz iilt). Igy osszesen 12 asztal mellé iiltek le lovagok.

Legaldbb hany lovag érkezett a vendégségbe?

Megoldas. A feladatot atfogalmazzuk grafnyelvre.

A gréf csucsai a lovagok lesznek, és két csics pontosan akkor lesz Osszekdtve, ha a ne-
kik megfelelé lovagok ellenségek. A graf csicsai kiszinezhetdk két szinnel ugy, hogy éllel
0sszekotott csicsok ne kapjanak azonos szint (kordbban két asztal mellé ...). (A grafom
péros graf.) A felsé szinosztilybeli (a tovdbbiakban F'-beli) csticsok (elsd asztalndl lévd lo-
vagok) legyenek Fy, F», F3, ..., F,,, mig az als6 (A-beli) szinosztilybeliek (mdsodik asztal):
A Ar Az, LA Elek azonos szinosztilyon beliil természetesen nem mennek. 1 pont



El6szor megmutatjuk, hogy m +n (a lovagok szdma) lehet 22. Legyen n =m = 11, és
a kovetkez6 csticsok legyenek éllel 6sszekotve: A; (1 = j < 10) csics legyen Osszekotve
az osszes Fy, (1 = k < 11) csiicesal, kivéve Fj-t. Mig A;; cstcs legyen sszekotve (kivétel
nélkiil) az Osszes Fj, csuccsal. (Ez a definicié mar egyértelmien leirja, hogy a fels6 csicsok
mely als6 csticsokkal vannak 6sszekotve.)

Vagyis a grafom egy ,,majdnem teljes paros graf”, pontosan a 10 darab A; — F; (1 < j < 10)
él hianyzik belGle. Most jojjenek a ,,lovagok” az Ay —F|— A, —F, —A;—...— Ajg— Fio—
—A1 — Fy; sorrendben.

A graf definicidja alapjan

— az elsd két lovag (A;, Fy) az els6 asztalhoz iil,

—a ,,masodik két” lovag (A,, F>) a mdsodik asztalhoz (hiszen mindkettGjitknek van ellensége
az els6 asztalndl, viszont egymds bardtai),

— a ,.harmadik két” lovag (Asz, F5) a harmadik asztalhoz (hiszen mindkettGjiiknek van ellen-
sége az elsd két asztalndl, de egymdasnak baratai) ...,

- a ,tizedik két” lovag (Ajo, Flo) a tizedik asztalhoz (mindkettGjiikknek van ellensége az elsd
kilenc asztal mindegyikénél, de egymadsnak barditai),

— Ay a tizenegyedik asztalhoz Keriil (az elsd tiz asztal mindegyikénél van ellensége),
— mig Fy; a tizenkettedik asztalhoz keriil (minden asztalndl iil ellensége).
Vagyis a lovagok szdma valéban lehet 22.

Maisodjara megmutatjuk, hogy a lovagok szdma nem lehet 22-nél kevesebb. Legyen a ti-
zenkettedik asztalhoz leiil6 egyik lovag (az éltaldnossdg megszoritasa nélkiil) F'-beli. Mivel
a tizenkettedik asztalhoz iilt le, ezért az elsd 11 asztal koziil valamennyinél il A-beli lo-
vag, vagyis n = 11. Ekkor a tizenegyedik asztalndl is iil egy A-beli lovag. Emiatt az elsd
tiz asztal koziil valamennyinél kell, hogy iiljon F-beli lovag. De akkor az elsé 10 asztal-
ndl iil6 (legaldabb 10 darab) F'-beli, és a tizenkettedik asztalnal {il6 F'-beli egyiitt legalabb
11 darab F-beli lovag. Vagyis m = 11. Azaz a lovagok szdma m + n = 22.

Vagyis legaldbb 22 lovag érkezett a vendégségbe.

3 pont

3 pont

Osszesen: 7 pont



