Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az ABCD konvex négyszog atléi az E pontban metszik egymdst. Az ABE hiromszog magas-
sagpontja M, a BCE, CDE és DAE haromszogek koriilirt koreinek kozéppontja rendre Oy, O;
€s 03. A négyszoget az emlitett pontokkal egyiitt lerajzoljuk egy lapra, majd az abrat az M, Oy,
0, és O3 pontok kivételével toroljiik. A négy megmaradt pontbdl korzé és vonalzo segitségével
hogyan tudjuk megszerkeszteni az dbra hidnyz6 részleteit?

Megoldas.

Legyen az ABE hiromszog koriilirt korének ko-
zéppontja O. Ekkor az 00, és 0,03 egyenesek
mer0legesek a BD éatlora, az 010, és 030 egye-
nesek pedig az AC éatldra.

Igy az 00,0,0;3 négyszog szemkozti oldalai par-
huzamosak, tehit a négyszog paralelogramma.

A paralelogramma OO, és 0103 atléi felezik egy-
mast, ezért O,-t az 0103 szakasz felezGpontjara
tilkrozve O megszerkeszthetd.

Masrészt az ABE haromszog A, illetve B cstucsahoz
tartoz6 my, illetve m; magassdga rendre parhuza-
mos az 00y, illetve OO3 egyenesekkel. Ezekre a
magassagokra illeszkedik M, ezért M ponton keresztiill OO1-gyel, illetve OO3-mal parhuzamost
hdzva megkaphatjuk az m, és m;, egyeneseket.

Az A csics 003, illetve a B csics 00, egyenesre vonatkozé tiikkorképe E, ezért ha az A, il-
letve a B pontokat tartalmazé m, és my, egyeneseket tiikkrozziik rendre az 003, illetve az OO,
egyenesekre, akkor az m), és m;, egyenesek metszéspontjaként megkaphatjuk az E pontot.

Ezutdn az E pontot tikkrozve az 000,03 paralelogramma oldalegyeneseire mar az eredeti
négyszog cstcsaihoz jutunk.

Osszesen:

2. Az ay, ar, as, aa, as, ag valos szamokra teljesiil, hogy a% + a% + a% + aﬁ + a% + a% = 2. Adott hat
négyzet, amelyek oldalainak hossza ay, a;, as, a4, as, ag. Bizonyitsuk be, hogy ez a hat négyzet
atfedés nélkiil elhelyezhet6 egy 2 egység oldalhosszusagu négyzetben!

Megoldas. Az dltalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a; > a; > a3 > aq > as > ag.
A megoldas soran tobbszor haszndljuk az

(a+b)* <2(a*+b%) (%)
egyenlGtlenséget. Ez konnyen igazolhat6 a szdmtani-négyzetes kozepek kozti egyenlStlenséggel
vagy egy oldalra rendezve teljes négyzet kialakitisaval.

A megoldas otlete, hogy a négyzet harom, diszjunkt belsejli sdvra oszthatd, és mindhdrom sav-
ban elhelyezhetiink két-két négyzetet.
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El6szor megmutatjuk, hogy a; +az +as < 2.
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Ekkor () miatt a3 +as < /2 —a?. Tehdt

2(*) 2 2
a|+as+as §a1+\/2—a1 < \/2a1+4—2a1 =2.

Tehat harom sav (példaul ay, a3 és as oldalhosszakkal) atfedés nélkiil elhelyezhetd a négyzetben.

Az egyenlGtlenség szerint a 2 egység oldalhosszusagu négyzetben atfedés nélkiil elfér egymas
folott egy 2 X ay, 2 x a3 és egy 2 X as-0s téglalap.

A sdavokban elhelyezhetd a két-két négyzet. Ez példaul az aldbbi mddon igazohatd.

Helyezziik el az a; és az a, oldalhosszusagu négyzetet az elsd, az a3 €s az a4 oldalhosszusa-
gt négyzetet a masodik, az as és az ag oldalhosszusagu négyzetet a harmadik téglalapban! Ez
megvaldsithatd, ha a; +a; < 2, hiszen ebbdl kovetkezik az + a4 <2 ésas+ag < 2 1s.

(*)
a;+ar < \/2(a%+a%) <V2.2=2

Megjegyzések. Pontozas: Annak igazolasa, hogy harom sav (példaul a;, as és as oldalhosszak-
kal) atfedés nélkiil elhelyezhetd a négyzetben. Minta:

Ezzel az allitast igazoltuk.

Annak igazoldsa, hogy a sdvokban elhelyezhet6 a két-két négyzet.

A megoldds soran nincs jelentdsége, hogy éppen hat négyzetrdl van sz0, a feladat altaldnosithato.

. Lehetséges-e az egész szamok halmazat harom olyan paronként diszjunkt részhalmazra felosz-
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tani, hogy barmely n € Z esetén n, n — 50, n + 2020 hdrom kiilonb6z6 részhalmazba tartozzon? 10 pont

Megoldas. Indirekt médon tegyiik fel, hogy a Z halmaz elemeinek felosztdsa a kivant médon
elvégezhetd.

Haszndljuk fel az m <+ k jelolést arra, hogy m és k azonos részhalmazba tartoznak, az m < k
jelolést arra, hogy m és k kiilonb6z6 részhalmazokhoz tartoznak, a (p;q;r) € K jelolést pedig
arra, hogy a p, g, r egészek 3 kiilonb6z6 részhalmazhoz tartoznak.

A bevezetett jelolések alapjan:

(n;n—50;n+2020) € K, (1)
(n—50;n— 100;1 + 1970) € K, 2)
(n+2020;n + 1970;n +4040) € K, 3)

Igy az (1), (2), (3) figyelembevételével:
n—+ 1970 <» n— 50,
n+ 1970 «» n+ 2020,
n— 50 < n+2020,

1 pont



Ebbdl kovetkezik, hogy
(n+1970;n —50;n+2020) € K és n <+ n+1970. (4) 2 pont

Misrészt (2) és (4) alapjan (n — 50;n — 100;n) € K.

Az utolso feltételt mas formaban felirva és tobbszor alkalmazva:

(n;n—50;n—100) € K, 5)
(n—50;n—100;n— 150) € K. (6)
Az indirekt feltevés és az (5), (6) megéllapitdsok figyelembevételével n <+ n — 150. (7) 1 pont

A (4), (7) kapcsolatok tobbszori alkalmazédsaval:
01970 2-1970 < ... < 5-1970 =
= 9850 <> 9850 — 150 <» 9850 —2- 150 <= ... +» 9850 — 65 - 150 =

=100 < —50. 3 pont
Viszont az n <+~ n — 50 feltétel alapjan 0 = —50. 1 pont
Igy ellentmondasra jutottunk, ami azt jelenti, hogy az egész szamok megadott felosztdsa nem
végezhet§ el. 1 pont
Osszesen: 10 pont



