Haladok 1. kategoria 3. (donto) fordulé

1. Hatdrozzuk meg az f(x) = \/ xX—6Vx—2+7- \/ —x+6v6 —x+ 15 fuggvény értékkészletét! 7 pont

2. Hatdrozzuk meg az
xXy+yz+zx = xyz+2
egyenlet megoldasait a pozitiv egész szamok halmazan! 7 pont

3. Két kor kiviilr6l érinti egymadst. A két kor kozos kiils6 érintdinek metszéspontja M. Az M pontbdl
indul6 félegyenes mindkét kort metszi. A metszéspontok — az M pont fel6l indulva a félegyene-
sen — sorban A, B, C és D. Mekkora a korok sugara, ha MA =3, AB=2¢s BC =1? 7 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Hatérozzuk meg az f(x) = \/ xX—6Vx—2+7- \/ —x+6v6 —x+ 15 figgvény értékkészletét! 7 pont

Megoldas. Mivel

x—6\/x—2+7:(\/x—2—3)2 1 pont
és
—x+6\/6—x+15:(\/6—x+3)2, 1 pont

ezért \/x—6Vx—2+7= ’\/x—2—3’ és \/—x+6\/6—x+ 15= ‘\/6—x+3’. 1 pont

Az értelmezé€si tartomany: 2 < x < 6, ezért Vx—2—-3 <0é&s V6 —x+3 > 0, vagyis

Flx) = ’\/x—2—3‘ - \/6—x+3’ = (—Vx—2+3)(V6—x+3). 1 pont
A szorzat mindkét tényezGje pozitiv, és mindkét tényezs csokkend a [2;6] intervallumon, 1 pont
ezért a maximum: f(2) = 15, a minimum: f(6) = 3. 1 pont
Mivel a fiiggvények folytonosak, az értékkészlet: [3;15]. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. Hatdrozzuk meg az
xXy+yz+zx=xyz+2
egyenlet megolddsait a pozitiv egész szamok halmazéan! 7 pont

Megoldas. Mivel az egyenlet a benne szerepl$ valtozokra szimmetrikus, ezért el6szor keressiik
meg azokat a megoldasokat, melyeknél x <y < z.



Az egyenlet mindkét oldalat elosztva az xyz > 0 kifejezéssel:
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X vy z xyz

Ezt felhasznalva:
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xXyz x 'y z X
Ebbdl x = 1 vagy x = 2 adddik.

x =1 esetén az eredeti egyenletbe helyettesitve y + z = 2, amibdl a feltételek alapjdn y =z =1

adodik.
x =2 esetén
2y+2z=yz+2
2= (y-2)(z-2)

ahonnan 2 <y < 7 figyelembevételével

y—2=1 és 7—2=2

adodik.

Ez alapjén az egyenlet 0sszes megoldasa

M= {(15151); (2;3;4); (2:4:3); (3;2:4); (3:4:2); (4:2:3); (4:3:2) } .

Osszesen:

. Két kor kiviilrdl érinti egymast. A két kor kozos kiils6 érintdinek metszéspontja M. Az M pontbol
indul6 félegyenes mindkét kort metszi. A metszéspontok — az M pont fel6l indulva a félegyene-
sen — sorban A, B, C és D. Mekkora a korok sugara, ha MA =3, AB=2¢s BC =1?

Megoldas. A kisebb kor sugara legyen r, a nagyobb koré R.

A két kor kozéppontosan hasonld, a hasonldsdg centruma az M pont, ardnya MC : MA=6:3=2.

Ezért R=2r,és CD = 2AB = 4.

Legyen az AB hur felezdpontja E, a CD huré F, a kis kor kozéppontja K, a nagy koré L.

Ekkor EK és FL merdleges az M-b6l indulo MA félegyenesre. Hizzunk a K-n keresztiil par-
huzamost a félegyenessel, ez az FL szakaszt N-ben metszi. A KNFE négyszog téglalap, ezért

FN =KE =x.

Tovébba az FL szakasz az EK szakasz képe a kétszeres nagyitasndl, ezért FL = 2x, igy NL = x.

Az AEK derékszogili haromszogbol X 41=r,
a KNL haromszogbdl (3r)% = x? 42
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Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Ha a tanulé nem gyokteleniti a nevezét, azért ne veszitsen pontot.



