Megoldasok és javitasi atmutato

1. Tekintsiik a valés szdimok halmazan értelmezett
fx)=Vx24+a?+4/(x—b)?>+c?
fiiggvényt, ahol a, b, c pozitiv valds szamok. Hol veszi fel ez a fiiggvény a minimadlis értékét? 10 pont
Megoldas. Vegyiik észre, hogy a feladatbeli fiiggvény nem mds, mint a P(x,0), Q(b,c), R(0,a)
pontokra felirt PR és PQ tavolsagok Osszege. S pont

Ez minimdlis, ha a hdrom pont kollinearis. 2 pont

Felrajzolva az abrét, a Q pontot tikkrézve az x tengelyre, a derékszogli hdromszogek hasonldsé-
gabol kovetkezik, hogy
ab
a+c
esetén lesz a szakaszok Osszhossza minimalis. 3 pont

X =

Osszesen: 10 pont

2. Az f fiiggvény egy P sik minden K pontjdhoz hozzdrendel egy valés szdmot, amelyre teljesiil,
hogy f(K) = f(A)+ f(B) + f(C), ha K az ABC haromszog sdlypontja. Bizonyitsuk be, hogy a
stk minden X pontjara f(X) = 0! 10 pont

Megoldas. Valasszunk ki egy tetszdleges S pontot a sikon. Vegyiink fel egy tetszoleges ABC
szabdlyos haromszoget, amelynek a sdlypontja S.

Ezért f(S) = f(A)+ f(B)+ f(C). 1 pont
A CA, AB, BC oldalak felez6pontjai legyenek rendre L, M, N.
Ismeretes, hogy az LMN héaromszog sulypontja is S, ezért f(S) = f(L)+ f(M) + f(N). 2 pont

A LAM, MBN, NCL haromszogek sdlypontjait jelolje rendre U, V, W. Az UVW hiromszog az

ABC héaromszogbdl S kozéppontd % ardnyu hasonlésiaggal kaphat6, igy UVW silypontja is S.

Ezért f(S) = f(U)+ f(V)+ f(W). 3 pont
Mivel

FU) = FL)+ FA)+F(M),  F(V)=F(M)+f(B)+f(N), f(W)=F(N)+f(C)+F(L), 1pont

,

18y

fS)=FU)+f(V)+f(W) =
= f(L)+ f(A)+f(M)+ f(M)+ f(B) + f(N) + f(N)+ f(C) + F(L)
=f(A)+f(B)+£(C)+2[f(L)+ M)+ f(N)] =
=3f(S), 1 pont
ahonnan f(S) = 0. 1 pont



Mivel a sik tetsz6leges pontjat megvélaszthatjuk valamely szabdlyos haromszog kozéppontja-
nak, ezért a stk minden pontjira nulla a fliggvényérték. 1 pont

Osszesen: 10 pont

. Ha n pozitiv egész szam, akkor jeldljiikk r(n)-nel azt a szdmot, ahanyféleképpen n elédll harom
négyzetszam Osszegeként (ezek kozott lehetnek azonosak, és a 0-t is megenged;iik, és két felirast
azonosnak tekintiink, ha csak a tagok sorrendjében térnek el). Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok

olyan n pozitiv egész szdm létezik, amelyre r(n) 10 pont

o vn
100°
Megoldas. Valamely nagy X pozitiv egészre tekintsiik a térbeli derékszogl koordinata-rend-
szerben az orig6 kozéppontd X sugard gdbmbot. Legyen a gomb belsejébe eso egész koordinatdju
Xr X3
racspontok szdma N (X). Egyrészt N(X) > < > hiszen minden ilyen racspont koré egy
3

T
2 x 2 x 2-es kockadt téve lefedjiik a térfogati gombot. 3 pont

Masrészt ha egy gombon beliili racspont koordindtéi (x,y,z), akkor X+ y2 +22=n valamely

0<n<X’—1 egészre a Pitagorasz-tétel szerint. A harom koordinatat legfeljebb hatféleképpen
permutélhatjuk, tovabba mindegyik koordinadtdnak legfeljebb kétféle eldjelet adhatunk (pl. az
(x,v,z) és az (y, —x, —z) ugyanazt a hdrom négyzetszdmot adjak), ennélfogva

48(r(0) + (1) +...+r(X2—1)) > %3 3 pont

Ekkor, mivel a bal oldali zaréjelben a tagok szama X 2, valamely 0 <n < X 2 re
X _n

> — > —. 3 t

") > 700 ~ 100 pon

Ezzel egy megfelel6 n-et taldltunk, de konnyen médosithatjuk az érvelést gy, hogy ez végtelen
sokat adjon. Nevezetesen adjuk a kovetkezd fels becslést r(n)-re: r(n) < (v/n+ 1)3, hiszen
mindhdrom négyzetszam a [0, 1,4,...,|vn] 2] intervallumbdl kertil ki. Kovetkezésképpen arra

X
az el6bb kapott n-re, amelyre r(n) > 100’

2
lxm<r(n)§(\/ﬁ+l)3, n><\3/%—1> ,

amibdl vilagos, hogy végtelen sok kérdezett tulajdonsdgu n van, hiszen az utolsé egyenl6tlenség
jobb oldala (és igy a ndla nagyobb bal oldal is) tetszélegesen nagy lehet. 1 pont

Osszesen: 10 pont



