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2019/2020-as tanév
Haladok III. kategoéria, 1. fordulo

Megoldasok és javitasi Gtmutato

1. Jelolje [a; b] az a és b pozitiv egész szamok legkisebb kozos tobbszordsét. Legyen n olyan pozitiv
egész szam, amelyre
[(min+1] > [mn+2] > [mn+3] > - > [mn+9].
Bizonyitsuk be, hogy [n;n+9] > [n;n+ 10]. 7 pont

Megoldas. Jelolje (a;b) az a és b pozitiv egész szamok legnagyobb kozos osztdjit. Ekkor

b
(a;b) = ﬁ, ésmivel n(n+1) <n(n+2) <--- <n(n+9), ezért a feladat feltétele alapjan:
a,
(mn+1) < (mn+2) <--- < (m;n+9). (1) 2 pont
Misrészt (n;n+m) | n+m és (n;n+m) | n miatt: (n;n+m) | (n+m) —n = m, innen adédik,
hogy (n;n+m) < m. 1 pont
Az 1 < (n;n+m) < més az (1) figyelembevételével: (n;n+m)=m (m=1,2,...,9). Innen
9 2
[n;n+9]:n<n+ ) =2 4 (2) 1 pont
9 9
Misfeldl (n;n+2) =2 és (n;n+5) =5 miatt 2 | n és 5| n, és innen 10 | n, illetve emiatt
10 | (n+ 10) adddik. Ebbdl kovetkezik, hogy 10 = (n;n+10). 1 pont
Innen kapjuk (a korabbi (2) figyelembevételével) a kovetkezot:
n(n+10) n(n+10) n? n?
; 10| = = = — < — = |n; 9].
mn+ 101 =2 0) 10 o tr g tn=lmnto]
Es éppen ezt akartuk beldtni. 2 pont

Megjegyzés. Létezik a feltételeknek megfeleld n (mégpedig végtelen sok). n lehet példaul
n = k! alakd, ha k > 7.

Osszesen: 7 pont
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2. Egy hiaromszog mindegyik oldaldn kijeloliink két-két pontot dgy, hogy a hat pont egy olyan
hatszog hat csicsa legyen, amelynek minden oldala egyenld, és szemkozti oldalai parhuzamo-
sak. Bizonyitsuk be, hogy a hatszog keriilete nem lehet nagyobb, mint a hiromszog keriiletének
a kétharmad része! 7 pont

Megoldas. A haromszog oldalai BC = a, CA = b és AB = ¢, a hatszogé pedig x.

A BRS és az BCA haromszog hasonlok, ezért - %, innen u = gx. 1 pont
X
A PCQ és az BCA haromszog hasonlok, ezért Y- f’ innen v = ey 1 pont
x c c
a a ) 1
Uu+x+v=a,azaz -x+x+-x—a,inneEn x = ————. 2 pont
b c 1,1.,1
a' b’ c
) 6 2 Y . L
Ezutdn a -——— < (a+b+c) egyenlStlenséget kell beldtni.
et 3
a' b’ ¢
3 b
1. lehetdség: Ez ekvivalens a ———— < atote egyenl6tlenséggel, ami nyilvan igaz, mert az
aThTe 3
egyenl6tlenség bal oldalan az oldalak hosszdnak a harmonikus kozepe, jobb oldaldn az oldalak
hosszanak szdmtani kozepe 4ll. Es a szélséértéket az a = b = ¢ esetben fel is veszi. 3 pont
I 1 1
2. lehet8ség: A bizonyitando egyenlStlenség ekvivalens a9 < (a+b-+c) <— + b + —) egyenlot-
a c
. o o ok a b b c a c S
lenséggel. A zérdjelek felbontédsa és rendezés utdn a 6 < b +—-—+-+ 5 + — + — egyenldtlenség
a c c a
adodik, ami igaz, mert egy pozitiv szamnak és a reciprok értékének az 6sszege legalabb 2. Es a
sz€ls6értéket az a = b = ¢ esetben fel is veszi. 3 pont
Osszesen: 7 pont
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3. Az a, sorozat a kovetkezs rekurzidval adott:

n2
a=1, a,= —— an-1 (n>2).
Legyen tovabba s, = a; +ax +az + ...+ a,. Igazoljuk, hogy
2020 | s100 + 1. 7 pont

Megoldas. Az els6 néhany a, kiszamolasa utan lathatd, hogy a, = n - n!. Ezt fogjuk el6szor bi-
zonyitani. a,-t ,,végigvezetve” aj-ig, teleszkopos szorzatot kapunk, majd egyszertsitve adodik:
2 2 Y
-1 3° 2
nn—l'(l;—z) Tl =n (=) =) 2 pont
Kicsit tovabb alakitva: a, =n-n! = (n+1)n! —1-n! = (n+1)! —nl. 1 pont
Innen s,-re Gjabb ,.teleszkop”, egy teleszkdpos Osszeg adddik:

su= (21— 1)+ (31 =21 + (41 =3) + ...+ (0l — (n— 1)) + (n+1)! —nl) = (n+ 1)1 — 1.

a,; =

Azaz sip0o+1=101!'—1+1=101"!. 2 pont
Masfeldl 2020 primfelbontasa: 2020 = 101 -5 - 22. Mivel 22 | 101!, 5| 101!, 101 | 101!, ezért

2020 | 101! = 5100 + 1. Es ezt akartuk bizonyitani. 2 pont
Osszesen: 7 pont

4. Legyen n pozitiv egész szdm, jelolje h(n) azt, hogy n hanyféleképpen 4ll el6 a 3 hatvanyainak
Osszegeként. Mennyi a
h(2020) — (h(673) 4+ h(672) +h(671) +...h(1))
kiilonbség? (Itt 3 hatvdnyédn 3-nak nemnegativ egész kitev4j hatvanyait értjiik. Ha két eldéllitas
csak a tagok sorrendjében kiilonbozik, akkor e két eldallitast nem kiilonboztetjiikk meg.) 7 pont

Megoldas. Irjuk fel 2020-at 3 hatvanyainak osszegeként tigy, hogy balrél jobbra haladva a ki-

tevok nem csokkenhetnek. A felirdsban szerepld 30 kifejezések Osszege legyen E, a tobbi tag

Osszege legyen T. 2 pont
Mivel T oszthat6 3-mal ezért T értéke 0,3,6,...,2019 lehet. 1 pont
Tekintsiik csak azokat a tagokat, amelyek 7'-hez tartoznak.

T = 2019 esetén ezen tagok Osszegébdl a 3 kiemelhetd. Igy csak a 673-at kell eldéllitani, ez

h(673) médon lehetséges. Az ilyen elGéllitasokat 3-mal szorozni kell, majd egy darab 1-et az

elejére frni. Igy az Gsszes olyan elGallitast megkapjuk pontosan egyszer, amely egy 1-gyel kez-

dédik.

T =2016 esetén ezen tagok 6sszegébdl a 3 kiemelhetd. Igy csak a 672-t kell elGallitani, ez h(672)

modon lehetséges. Az ilyen eldallitasokat 3-mal szorozni kell, majd négy darab 1-et az elejére

irni. Igy az osszes olyan el@allitast megkapjuk pontosan egyszer, amely négy 1-gyel kezdédik.

Igy 1épiink harmasaval visszafelé egészen T = 0-ig. 2 pont
Tehdt a h(673) + h(672) + h(671) + ... h(1) Osszegben a 2020 sszes elGallitasa szerepel egy
kivételével, amikor 2020-at csupa 1-gyel allitjuk eld (ez tartozik 7" = 0-hoz). Ezért a kérdezett
kiilonbség 1. 2 pont

Osszesen: 7 pont
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5. Egy ABCD érinténégyszog beirt korének kozéppontja O. Az ACD és ABC haromszogek beirt
koreinek kozéppontja F és E. Az AEF haromszog koréirt korének kozéppontja K. Bizonyitsuk
be, hogy A, O és K egy egyenesen vannak! 7 pont

Megoldas. Jeloljikk a négyszog oldalait és AC atléjat az dbra szerint. AB = a, BC = b, CD = c,
DA =d,AC =e.

D

B

Erintse az ACD haromszog beirt kére AC-t Hy-ben, ABC beirt kore pedig H>-ben.

AH| = %,AHQ = #. 1 pont
Mivel érinténégyszogrdl van sz6, ezért d — c = a — b, emiatt AH| = AH,, azaz H) = H, = H. 1 pont
Az AHF< =90°, valamint AHE<( = 90°, ezért F, H, E egy egyenesen vannak, és AH az AEF A\
magassiga. 1 pont
Hasznaljuk ki, hogy AF felezi a DAC<-et, valamint AE felezi a CAB<-et, ezért az A-ndl levd

sz0g két a-bol és két B-bal 4ll. 1 pont
AEHNA-bSl AEH < = 90° — 3, a kozépponti és keriileti szogek tétele alapjan

AKF< =180° —2p.

Mivel AKF A\ egyenl§ szaru, ezért KAF <t = 3. 2 pont
Ebbdl DAK< = o+ B, tehéat AK felezi a négyszog A-nél levo szogét, és ezen a félegyenesen van

a beirt kor kozéppontja is. 1 pont
Osszesen: 7 pont
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