Megoldasok és javitasi Gtmutato
. Oldjuk meg az alabbi egyenletet a valos szamok halmazan!
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1. megoldas. Nyilvan x < 2; x # 0. Rendezve az egyenletet kapjuk:
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majd

Hax*—1=0 (azaz x = £1), akkor minden kifejezés értelmes, és a szamlalok mind 0-k, azaz ez

megoldas.

7 pont

2 pont

1 pont

1 pont



Ha nem, akkor osszunk (x*> — 1)-gyel:

(22)- () ()

Mivel ekkor harom pozitiv tort 6sszegét kaptuk, mar nincs tobb megoldas. 2 pont
Azaz a két megoldds: x; =1 ésxp = —1. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Vezessiink be tj betliket (tobbféle ,.,eredményes helyettesités” elképzelhets, mi

1 1 2
egyet mutatunk meg); legyen a = V2 —x; b = ;; c= i \/;Tx Nyilvan abc =1 és (a
megfeleld kikotések miatt) a, b, ¢ > 0. 1 pont
1 1
A helyettesitések utdn az egyenletiink a kovetkezd alakd: a +c + =2 +—+b. 1 pont
a c

Szorozzunk fel abc-vel (azaz 1-gyel, mikor melyik ,,kényelmesebb”), kapjuk:

a+c+ac=bc+ab+b 1 pont

Innen (1 = abc-t adva mindkét oldalhoz):
a+c+ac+1=bc+ab+ b+ abc, 1 pont
azaz (a+1)(c+1) =b(a+1)(c+1), innen (egy oldalra rendezve) 0 = (b—1)(a+1)(c+1)
adodik. 1 pont
1
Azaz vagy b = — = 1= x1 2 = %1 (és ekkor a, ¢ > 0 teljesiil, azaz a gyokok megfeleloek),
X

2
X
=—1. 1 pont
vV2—x
Utébbi két egyenl6ség, viszont nem teljesiilhet a, ¢ > 0 miatt, azaz csak két megoldds van, és a
két megoldas: x; = 1ésxy = —1. 1 pont

vagya=+v2—x=—1,vagy c =

Osszesen: 7 pont

. Egy ABC hegyesszogli haromszog belsejében felvessziink egy tetszdleges, de a magassagpont-
tdl kiilonb6zd P pontot. P-n keresztiil pairhuzamosokat hiizunk az oldalakkal. A C-bdl induld
magassag és az AB-vel parhuzamos egyenes metszéspontja X, a B-b6l indul6 magassag €s az
AC-vel parhuzamos egyenes metszéspontja Y, a harmadik parhuzamos és a harmadik magassag
metszéspontja Z. Igazoljuk, hogy az XY Z hdromszog hasonlé ABC-hez! 7 pont



Megoldas. Mivel a magassdg merdleges a
megfeleld parhuzamosra, ezért az MXP<,
az MY P<(, valamint az MZP< derékszog.

Ezért X, Y, Z rajta van az MP mint 4tmérd
folé rajzolt Thalész-koron.

XPZ< = ABC< = B, mert egyallasu szo-
gek. XPZ< = XYZ< = 3, mivel egy {vhez
tartozo keriileti szogek.

YPL< = CAB< = a, mert egyallasi szo-
gek. A ZXPY hiirnégyszog Y PL kiils6 szo-
ge egyenld az XZY belsd szoggel, tehat

XZY<1=a. 2 pont
A két haromszog két szoge egyenld, tehat a két haromszog hasonld. 1 pont
Osszesen: 7 pont

. Jelolje m(n) az n pozitiv egész szdmnak a 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 osztékkal adott osztdsi mara-
dékainak Gsszegét. Példaul m(25) =1+14+1+0+1+4+1+7+5=21.

Melyek azok az n kétjegy(i pozitiv egész szamok, amelyekre m(n) = m(n+1)? 7 pont
Megoldas. Han+1a2,3,4,5,6,7,8,9, 10 szimok egyikével sem oszthatd, akkor m(n+1) =
=m(n)+9, mivel n+ 1 az oszték mindegyikével 1-gyel tobb maradékot ad, mint n. 1 pont

Ha n+ 1 a felsorolt k; osztok koziil a2 < k; < ky < ... <k, (r € N) szamok tobbszorose, akkor
m(n+1)=m(n)—[(ki—1)+ (ka—1)+...+(k:—1)]+(9—r) - 1=m(n)+9— (ki + ko + ... + k).

Igy mn+1)=mn) <k +ky+...+k =9, vagyis (n+1)-nek a 2, 3,4, 5,6,7, 8,9, 10

szamok koziil kikeriils oszt6i 6sszegének 9-nek kell lennie. 2 pont

Sorrendet nem tekintve, az egytagu Osszeget is megengedve a 9 kiilonb6z6 tagok Osszegére
bontdsdnak lehet6ségei: 9 =2+7=3+6 =445 =2+3+4. A felbontdsok és a korabbi
megallapitdsok alapjan ha 9 osztéja (n+ 1)-nek, akkor 3 is osztja, igy m(n+ 1) < m(n);

ha 3 és 6 osztdja (n+ 1), akkor 2 is osztéja, igy m(n+ 1) < m(n);

ha 4 és 5 osztdja (n+ 1)-nek, akkor 2 is osztéja, igy m(n+ 1) < m(n);

ha 2, 3 és 4 osztGja (n+ 1)-nek, akkor 6 is osztdja, igy ismét m(n+ 1) < m(n).

ha 2 és 7 oszt6ja (n+ 1)-nek, de a 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10 szdmok egyikével sem oszthatd, akkor

teljesiil az m(n) = m(n+ 1) egyenlGség. 3 pont
Ezazn+1=1-14=14ésn+1=7-14 = 98 esetekben 4ll fenn, azaz n = 13, illetve n = 97
esetén teljesiil a feladat feltétele. 1 pont

Osszesen: 7 pont



4. A sikon felvettiink 47 kiilonb6z6 pontot. Mindegyik pont mindkét koordinatdja egész szdm, és
az x és y koordinatara teljesiil, hogy 1 < x < 20, valamint 1 <y < 5. Igazoljuk, hogy a pontok
koziil kivalaszthaté négy darab ugy, hogy ezek egy olyan téglalap csucsai legyenek, amelynek
az oldalai parhuzamosak a tengelyekkel! 7 pont

Megoldas. A pontok 5 sorban és 20 oszlopban helyezkednek el. Minden sor esetén nézziik az
abban a sorban 1€év6 pontok szamat; az elsd sorban legyen a, a masodikban b, a harmadikban c,
a negyedikben d, az 6tddikben e darab pont.

Minden sorban az ott levd pontok koziil az 6sszes lehetséges mdédon kivalasztunk két darabot,
és feljegyezziik a két pont x koordinatdjat mint nem rendezett szampart.

b d
Ekkor 0sszesen <62l> + ( 2) + (;) + ( 2) + (;) szampart valasztottunk ki. 1 pont

Mivel ez az dsszeg csak véges sok kiillonbozo értéket vehet fel, ezért van minimuma. Ezt akkor
ériel, haaza, b, ¢, d, e szamok kozott legfeljebb 1 az eltérés. Hiszen ha példaul az els6é sorban
legalabb 2-vel tobb pont lenne, mint a masodikban, akkor ebbdl egyet attéve a masodikba, az
Osszeg csokkeni fog. 2 pont

Vagyis az 0sszeg akkor éri el a minimumadt, ha két szdm 10-zel, harom szdm pedig 9-cel egyenld.

a b c d e\ . »
Ilyenkor az < 2) + ( 2) + ( 2) + ( 2) + <2> Osszeg 198-cal egyenld. 2 pont
) oy o (20 - iy :
Az 1,2,...,20 szamok koziil kettdt ) | = 190-féleképpen lehet kivalasztani. 1 pont

b d
Mivel az <Z) + < 2) + <;) + ( 2) + (;) 0sszeg minimuma is nagyobb, mint ahanyfélekép-
pen 20 szambdl kivédlaszthatd egy rendezetlen szampar, ezért bairmennyi is legyen a, b, c, d és

e értéke, a skatulyaelv miatt lesz két sor, ahol ugyanolyan helyzet pontpar keriilt kivilasztasra,
ami azt jelenti, hogy keletkezik megfeleld téglalap. 1 pont

Osszesen: 7 pont

5. Jelolje f(n) azt a szdmot, ahanyféleképpen az n pozitiv egész felbonthat6 — a tagok sorrendjének
figyelembe vételével — pozitiv paratlan szamok Osszegére. Adjuk meg f(n)-t!

(Mivel az osszegben a tagok sorrendje szamit, az 5-nek példdul a 3+1+1 ésaz 1 +3+ 1 kii-
lonbozd felbontdsai. Az 5 otféleképpen bonthaté fel a fenti médon, ezek: 5; 3+ 1+1; 1+3+1;
1+143; 1+1+14+141,igy f(5)=5.) 7 pont

Megoldas. ElGszor egy lemmat bizonyitunk be (ami a késSbbiekben fontos lesz).

Megjegyzés. A gyerekek jo eséllyel ezt a lemmat — ha egyaltalan bizonyitjak — a kés6bbi bizo-
nyitdsban, ,,mellékbizonyitdsként” teszik meg.

Lemma. Legyen g(1) = g(2) = 1, és a tovdbbi n > 2 idexekre
—(ha paratlan n) g(n+1) =g(n)+g(n—2)+gn—4)+...+g(1), illetve



—(hapdrosn) g(n+1) =g(n) +gn—-2)+gn—4)+...+g(2)+ 1.

Ekkor g(n+2) = g(n+1)+g(n) (han > 1). (Azaz a sorozat a Fibonacci-sorozat.)

A lemma bizonyitasa. Teljes indukciéval.

—Han=2; 3;4 vagy 5, akkor g(n+ 1)-re:
g24+1)=g(3)=g(2)+1=1+1=2;
gB+1)=g(4)=g(3)+g(l)=2+1=3;
g4+1)=¢g(5)=g4)+g(2)+1=3+1+1=5

) g5+ 1) =5(6) = 8(5) +2(3) +5(1) =5 +2+1 =8

azaz teljesiil a bazis allitas.

— Tegyiik fel, hogy adott n-ig minden (akdr paros, akdr pdratlan) indexd tagra igaz a fenti
,,08szeg-rekurzio”.
— Megmutatjuk, hogy igaz (n+ 1)-re is.
—Ha (n+ 1) pératlan, akkor
gn+2)=gn+1+1)=gn+1)+gn—1)+gn-3)+...+g(1) =
=gn+1)+gn—1)+gn—3)+...+g(1) =
—5(n)
=g(n+1)+g(n). v

(Az indukcids feltevés miatt).

— Ha pedig (n+ 1) pdros, akkor
gn+2)=gh+1+1)=gn+1)+gn—1)+gn—-3)+...+g2)+1=
=g(n+1)+gn—1)+g(n—3)+...+g(2)+1 =

-~

=g(n)
=gn+1)+g(n). v
(Szintén az indukcids feltevés miatt).
Azaz valéban igaz g(n+2) = g(n+1)+g(n) (han > 1); és ezt akartuk bizonyitani. 2 pont

Most térjiink vissza az eredeti feladatra: f(n) elsG par értékét felirva:

=5 fQ)=L fB)=2 f4)=3 f(5) =5
Ezek alapjan azt fogjuk igazolni, hogy f(n) az F(1) =F(2)=1; F(n+2)=F(n)+F(n+1)
(han > 1) képlettel megadott Fibonacci-sorozattal egyezik meg. Ehhez (a kezd&értékeink egyen-
16sége miatt) csak azt kell igazolnunk, hogy teljesiil a kovetkezd rekurzio:

f(n+2)=f(n)+ f(n+1) (han>1). 2 pont

A bizonyitast teljes indukcidval fogjuk elvégezni.



f(1)=14és f(2) =1 (tovabbad az elsd 5 indexre is megvizsgaltuk mar a sorozatot.) Tegyiik fel,
hogy adott (n+ 1)-ig minden érvényes indexre az f(n) sorozatunk teljesiti a fenti rekurziét.

Nézziik hogyan kaphatjuk f(n+ 1)-et a kordbbi tagokbdl meg: vagy 1-gyel kezdjiik az dssze-
giinket, vagy 3-mal vagy 5-tel ... vagy az (n+ 1)-nél nem nagyobb legnagyobb pératlan szam-
mal. Miutidn az Osszegiinket 1-gyel vagy 3-mal vagy 5-tel ... kezdtiik, a ,,maradék™ Osszeget
fn+1=1)= f(n)-,illetve f(n+1—3) = f(n—2)-,illetve f(n+1—-5) = f(n—4)-, ... féle-
képpen folytathatjuk.

Innen adddik, hogy

—(haparatlan n) f(n+1) = f(n)+ f(n—=2)+ f(n—4)+... 4+ f(1), illetve
—(hapdrosn) f(n+1)=f(n)+ f(n—2)+f(n—4)+...+ f(2)+ 1 (ekkor a végén a ,.+1”
az egy tagi (n+ 1) = (n+ 1) felbontast jelenti).

A két 0sszegzés a Fibonacci-sorozat fent bebizonyitott ,,ismert dsszegzési tipusu képlete”.

Ezzel a feladatot megoldottuk, f(n) valéban a Fibonacci-sorozat.

Megjegyzés. Ha valaki a lemmat nem bizonyitotta be, de egyértelmien ,,j6l ismert tételként”
hivatkozik rd; mert példdul a tanérdn tanulta — a lemmanal korrekt bizonyitasaval kaphat6 2
ponttal ellentétben — kapjon 1 pontot. Ha nem hivatkozik ismert tételre, csak kimondja, hogy
az eredmény a Fibonacci-sorozat, akkor a lemma bizonyitdsdval kaphaté 2 pont helyett erre a
részre O pontot kapjon.

Osszesen:

1 pont

2 pont

7 pont
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