Megoldasok és javitasi atmutato

1. Legyen H azon r (0 < r < 1) raciondlis szdmok halmaza, amelyek végtelen periodikus tizedes
tort alakja 0,abcabcabc ... = 0,ab¢, ahol a, b, ¢, nem feltétleniil kiilonbdz6 szamjegyek. Felirva
H elemeinek redukdlt tort alakjat, hanyféle szdmlalot kapunk? 10 pont

— abc _ abc
Megoldas. x = 0,ab¢ = 1000x = abc,ab¢ = 999x = abc = x = % = —3?‘ ;7-

Ha 3 abc és 37 { abc = abc a redukalt tort szamldl6ja.

1-t6l 999-ig 333 db 3-mal oszthatd, 27 db 37-tel oszthatd, 9 db 3 - 37-tel oszthaté szdm van.
A logikai szita formuldt haszndlva: 999 — (333 4+27) 4+ 9 = 648 db ilyen szamldlé van.

Ha x egyszer(sithetd, de a redukélt tort szdmldldja nem oszthaté sem 3-mal sem 37-tel, akkor a
szamlal6 az el6bbi 648-féle szam egyike.

Ha a redukalt tort szdmldl6ja oszthaté 3-mal, akkor 81 | abe. Ekkor 12 db djabb lehet&ség adodik.

A redukalt tort szamldldja nem lehet oszthat6 37-tel, mivel 372 négyjegyl szam. Tehét 6sszesen
648 + 12 = 660-féle lehet a redukalt tort szamlalgja.

Osszesen: 10 pont

\ Egy négyzet alaku papirlapot igy hajtunk meg, hogy a hajtés-
\ vonal a négyzet két szemkoztes oldaldt metssze, de ne menjen
\ at a négyzet cstcsain. Ezutdn a keletkezd haromszogekbe az
3 alabbi abra szerint egy-egy kort ifrunk. Bizonyitsuk be, hogy
\ az igy kapott harom kor egyikének sugara megegyezik a ma-
X sik két kor sugaranak Osszegével! 10 pont

Megoldas. Eloszor fejezziik ki a derékszogli haromszog beirt korének sugarat az oldalak segit-
ségével.
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Jeloljiik az abra szerint az ABC derékszogl haromszog oldalait a, b, c-vel, k beirt korének ko-
zéppontjat K-val, sugarat r-rel, a BC, CA és AB oldalakkal alkotott érintési pontjait rendre D, E,
F-fel. Ekkor mivel az érintési pontba htizott sugar merdleges az érintbre, ezért a KDCE négyszog
négyzet és CD = CE. Masrészt a kiils6 pontbdl a korhoz hizott érintdszakaszok egyenldsége mi-
att AE = AF = a—r és BD = BF = b —r. Igy az étfogéra felirhaté ¢ = a — r + b — r alapjan
2r=a+b—c.

Ezutdn térjlink at a feladat éllitdsanak igazolasdra. Je-
I6]jiik a négyzet csucsait A, B, C, D-vel, a torésvonal
két végpontjat X, Y-nal (X € AB, Y € CD), a B és C
csucsok XY egyenesre vonatkoz6 tiikkorképét rendre U,
V-vel, az AB és UV szakaszok metszéspontjat P-vel.
Legyen a VYD, PVA és XPU derékszogli haromszo-
gek beirt korének atmérdje és sugara rendre dy, dy, ds,
illetve ry, ry, r3. Ekkor a kordbbi 0sszefiiggés alapjan:

dy=YD+DV —VY
dy =VA+AP—PV
dy=PU~+UX —XP

Bevezetve az AB = a jeldlést,a VY =CY és UX = BX U
egyenldségek figyelembevételével:

di +ds—dy = (a—CY) + DV —CY + PU + BX—XP—(a—DV)—(a—BX —XP) + (a—PU) =
=2(DV +BX—CY)

Legyen az X pont CD oldalra valé mer&leges vetiilete Z. A C és V pontok egymds tiikorké-
pei az XY egyenesre vonatkozodan, igy CV L XY. Masrészt CD | XZ alapjan VCD< = YXZ<
(merdleges szard hegyesszdgek).

CD = XZ = a figyelembevételével CDV A = XZY A, és emiatt:
DV =7Y =CY —-CZ=CY — BX.

Ezt felhasznalva d| + d3 — d» = 0, amibdl a 2-vel vald leosztas és rendezés utan az r, = r| + r3
egyenldség adodik.

Ezzel az éllitast belattuk.
Osszesen:

. A 900 szamnak legfeljebb hany oszt6ja valaszthato ki gy, hogy egyik se ossza egyik masikat se?
Megoldas. A 900 primtényezds felbontdsa 900 = 22 - 3% - 52, négyzetgydke a 30 =2-3 - 5. Je-
gyezziik fel, hogy eldbbi azt jelenti, hogy a 900-nak 27 osztdja van.

Vegyiik észre, hogy ha kivalasztjuk a 30-at, melynek 3 primosztdja van, és hozzavessziik a 900
Osszes tobbi olyan osztdjat, melynek szintén 3 primosztdja van (multiplicitdssal szdmolva), azaz
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a2%.3=12-t,22%-5=20-at,a2-3% = 18-at,a 2-5* = 50-et, a 3> - 5 = 45-6t és a 3- 52 = 75-
ot, akkor ez Osszesen 7 szdm, és egyik sem osztja semely madsikat sem, hiszen barmelyik két
kiilonb6z6hoz van egy olyan prim, amelyik az egyikben, és egy olyan prim, amelyik a masikban
szerepel nagyobb kitevivel.

Most bebizonyitjuk, hogy ennél tobbet nem lehet kivalasztani. Tekintsiik ugyanis a kovetkezd
osztdlancokat:

1]3]9]45|225;
216118190 | 450;
41121361180 | 900;
5(25175;
10|50 | 150;

20 | 100 | 300;
1530 60.

Ezek valéban a 900 mind a 27 osztdjat felsoroljak. (Amit egyébként konnyl egy 3 x 3 x 3 kocka-
ban vizualizdlni, melynek bal als6 csticsdban 4ll az 1, a jobb fels6ben maga a 900, felfelé 1épve
minden felett a 2-szerese, jobbra 1épve mindennek a 3-szorosa, hatrafelé 1épve pedig mindennek
az 5-szorose all — ebbdl az abrabdl egyébként a megnevezett lancokat sem nehéz megtalalni.)

Vilagos, hogy minden ldncbdl legfeljebb egy szdmot valaszthatunk ki, hiszen egy lanc két szama
kozott van oszthatdsagi reldcid. Tehat 7-nél tobb szam nem vélaszthat6 ki a kivant médon.

Igy a valasz 7.

Osszesen:
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