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Haladok 1. kategoéria 1. fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

1. a) Hany olyan haromjegy(i szdm van, amelybdl ha levonjuk a szdmjegyei 0sszegét, akkor olyan
szamot kapunk, amely azonos szdmjegyekbdl all?
b) Van-e ezek kozott olyan, amelyhez hozzdadva a szamjegyei 6sszegét szintén olyan szdmot
kapunk, amely azonos szamjegyekbdl 4ll? 7 pont

Megoldas. a) Legyen a keresett szim abc alaku.

abc—a—b—c=100a+10b+c—a—b—c=9(11la+b). 1 pont
Az azonos szamjegyekbdl 4ll6 szdm 9-cel oszthatd, €s legfeljebb haromjegy, igy a lehetdségek:
666, 333, 99. 1 pont
Ha 9(1la+b) = 666, akkor 11a+b =74, igy a=6,b =38.
Ekkor ¢ barmilyen szdmjegy lehet, tehat ez 10 lehetdség. 1 pont
Ha 9(1la+b) =333, akkor 1la+b=37,igya=3,b=4
Ebben az esetben is 10 lehet&ség van. 1 pont
Ha9(1la+b) =99, akkor lla+b=11,igya=1,b=0.
Ebben az esetben is 10 lehetdség van, tehat 6sszesen 30 ilyen szam van. 1 pont
b) Mivel két egymast kovetd, azonos szamjegyekbdl all6 haromjegyli szam kiilonbsége 111,
ezért ez csak az utolso esetben fordulhat eld. 1 pont
Ekkor ¢ = 5, tehat a keresett szam a 105. 1 pont
Osszesen: 7 pont



2. Egy megbeszélésen iizletemberek vettek részt. Amikor tidvozolték egymadst, kideriilt, hogy mar
mindegyikiiknek volt legaldbb egy ismerdse a tobbiek kozott, olyan viszont nem volt, aki min-
denkit ismert volna. S6t, az is kideriilt, hogy volt olyan, aki a tobbiek koziil pontosan egyet
ismert, de olyan nem volt, akinek pontosan ketté6 vagy pontosan hirom ismerdse lett volna.
Olyan viszont volt, aki a tarsasdgnak tobb mint hdrom tagjit ismerte. Az ismeretség kdlcsonos.
Legaldbb hinyan voltak jelen a megbeszélésen? 7 pont

Megoldas. Az nyilvanvald, hogy 6ten eleve vannak, mert valakinek (A-nak) legaldbb négy is-
merdse van (B, C, D, E). 1 pont

De 6 nem ismer mindenkit, igy kell legyen még legalabb egy hatodik (F) ember is, akit A nem
ismer.

Mivel F-nek is van legaldbb egy ismerdse, feltehetjiik, hogy F ismeri E-t.
Tegyiik fel, hogy A, B, C, D, E és F alkotjdk a tarsasdgot, azaz a tarsasag hattagu. 1 pont

Igy E-nek mér két ismerse is van (A és F), de akkor kell legyen legaldbb még kettd. Feltehetjiik,
hogy ezek B és C. 1 pont

Eddig tehat A-nak 4, E-nek 4, B-nek és C-nek 2-2, D-nek és F-nek 1-1 ismer6se van. (Az 1. dbran
lathato, hogy A és E, illetve D és F szerepe felcserélhetd.)

1. abra 2. abra

Pontosan egy ismer&se D-nek vagy F-nek van.

Mindkettdjiikknek nem lehet pontosan egy ismer8se, mert akkor B és C az A-n és E-n kiviil csak
egymadst ismerhetné, igy mindkettének hdrom ismerdse lenne, ami nem lehet. Tehét D és F koziil
csak az egyiknek van pontosan egy ismerdse van. 1 pont

Tegyiik fel, hogy F-nek van pontosan egy ismerdse.

Ekkor viszont D-nek A-n kiviil még hdrom ismerdse kell legyen. F-et nem ismerheti, mert F
csak E-t ismeri, tehat D harom tovabbi ismerdse csak B, C és E lehet. Ekkor viszont E mindenkit
ismer, ami ellentmond annak, hogy nincs olyan, aki mindenki mdst ismer.

Tehat a tarsasdg nem lehet hattagu. 1 pont
Héttagu viszont lehet, amint a 2. dbra mutatja. 2 pont
Osszesen: 7 pont



3. Melyik nagyobb az aldbbi két tort koziil?

2021 db 2021 db
—— ——
333...331 222...221
A= ————— =— 7 pont
333...334 222...223
——r S———
2021 db 2021 db
2021 db
, /g%
Megoldas. Legyen x =111...111. 1 pont
Ekkor
3x—2 2x—1
A= < B= . 2 pont
Wkl 2x+1 pon
2x—1 -2 (2x—1 1)—(3x—2)(2x+1
oA 3 :(x )Y(B3x+1)—(3x—2)(2x+ ): 2 pont
2x+1 3x+1 (2x+1)(3x+1)
6x% —x — 1 — (6x> —x —2) 1
= = ) 1 pont
(2x+1)(3x+1) (2x+1)(3x+1)
Mivel B—A > 0, ezért a B szam nagyobb. 1 pont
Osszesen: 7 pont
Megjegyzés. Ha a versenyzd kiprobal néhany értéket és ez alapjan allapitja meg, melyik a na-
gyobb, akkor legfeljebb 1 pontot kaphat.
4. Legyenek a, b, ¢ valds szdmok! Igazoljuk, hogy az
4+ (a—b)x+(b—c)=0
X+ (b—c)x+(c—a)=0
P+ (c—a)x+(@a—b)=0
masodfoku egyenletek koziil legalabb az egyiknek van valds gyoke! 7 pont

Megoldas. Legyen a harom egyenlet diszkrimindnsa rendre Dy, D;, D3. Ekkor
Dy =(a—b)*—4(b—c),
D, = (b—c)* —4(c—a),
D3 = (c—a)* —4(a—D). 2 pont
A harom egyenl6ség megfeleld oldalait 6sszeadva:
Dy +Dy4+D3=(a—b)?+(b—c)*+(c—a)*—4(b—c)—4(c—a) —4(a—b) =

=(a—b)?+(b—c)*+(c—a). 2 pont
Mivel harom négyzetszam dsszege nem lehet negativ, 1 pont
ezért Dy, D;, D3 koziil legaldbb az egyik nemnegativ, és ez azt jelenti, hogy az ahhoz tartozé
masodfoku egyenletnek van valés megoldasa. Ezzel az allitast igazoltuk. 2 pont
Osszesen: 7 pont



5. A C-nél derékszogli ABC haromszog CAB< és ABC« belso szogfelezdi a BC, illetve a CA ol-
dalakat rendre a P és a Q pontokban metszik. M és N pontok pedig a P-bdl és a Q-bdl az AB

s 2

atmérdre allitott merdlegesek talppontjai.

Mekkora MCN< pontos értéke? 7 pont

Megoldas. Rajzoljunk dbrat, és hasznaljuk a jeloléseit. A szokdsos médon legyen az A-nal 1évo
CAB< = «, és a B-nél 1év6 ABC< = 3 =90° — «.

o

C A

1 pont

Mivel AP és BQ szogfelezs, ezért CAP< = PAM<, tovabbda AMP< = PCA< = 90°, emiatt az
APC haromszog egybevagd APM hiromszoggel, hiszen megfeleld szogeik egyenldek, és a leg-
nagyobb szogiikkel szemkozti oldaluk k6zos. Teljesen ugyanigy adodik, hogy BCOA = BNQA. 2 pont

A fenti egybevagdsagok miatt PM = PC, illetve QC = QN, azaz PCM /A és QNCA egyenld
szaru. 1 pont

Sz6gszamoldssal adédik a megfeleld haromszogekben, hogy QAN< = o és QNA< = 90° miatt
NQA< = 90° — «, innen CON< = 90° + «, és innen az egyenl$ szard CON haromszogben

90° —
NCQ< =(QONC< = = E
2 2
Hasonléan, MBP< = f3 és PMB< = 90° miatt BPM< = 90° — f3, innen MPC< = 90° + 3, és
0°— o
innen az egyenld szard CM P haromszdgben CMP< = PCM< = 2 > P =3 2 pont
z 1 (¢} s (e] a + ﬁ O

Innen adédik, hogy MCN< = 90° — (PCM<«+ NCQ<), és igy MCN< = 90° — 7= 45°, 1 pont
Osszesen: 7 pont



