Megoldasok és javitasi atmutato

1. Bizonyitsuk be, hogy ha x,y és z pozitiv szamok, akkor

x? y? 22 3
+ + = —.
(+y)x+z)  (x+y)0+2)  (+2)y+z2) "~ 4
Mely esetben 4ll fenn az egyenl&ség? 7 pont

Megoldas. A nevezdk pozitivak, ha mindkét oldalt szorozzuk 4 (x +y) (x +z) (y + z)-vel, akkor
a bizonyitandéval ekvivalens egyenl6tlenséget kapunk:

4% (y+2) + 4 (x+2) +42° (x +y) 2 3(x+y) (x +2) (v +2)
1 pont
Zargjelfelbontds utén:

4x%y + dx’z 4 dxy? + 4y 4 Axz? +dyz? > 3x%y 4 3x% 2+ 3xy? + 3y’ 2+ 3xz” 4 3yz2 + 6xyz



Rendezve:
x2y + xy2 + x4 x + yzz + yZ2 = 6xyz
2 pont
A pozitiv xyz-vel elosztjuk mindkét oldalt, akkor megint az el6zdvel ekvivalens egyenlStlenséget
kapunk:
y x z Yy Z

X
S SHS4Z+226
z zZ y Yy X X

(E+E)+<E+X>+<X+E>>6 2 pont
7 X y x <y

Az egyes zardjelparokban pozitiv tortek, és azok reciprok értékei allnak, ezért mindegyik zar6-

sz

jelparban 1év6 két tort 6sszege legaldbb 2, ezért a bal oldalon 4116 kifejezés értéke legaldbb 6, ezt

kellett belatni. 1 pont
Egyenl6ség pontosan akkor dll fenn, ha x = y = 7 teljesiil. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Az x*y +xy* + x*z+ x27 +y 2+ yz* > 6xyz egyenltlenség bizonyitasa méasképpen:
X2y — 2xyz + yz2 +xy° — 2xyz+x2> +x°z — 2xyz+y*2 > 0

Yx =2’ +x(y—2)° +z(x—y)*> > 0. 3 pont
A bal oldalon mindhdrom tényezd legaldbb nulla, az allitds igaz. 1 pont

. Adott az O kozéppontu r sugard k kor és annak egy AB > r hurja. P az AB hur azon pontja,
amelyre AP = r. A BP szakasz felezOmerdlegese a k kort a C és D pontokban metszi. A D és
P pontokra illeszkedd egyenesnek és k-nak D-tdl kiillonb6z6 metszéspontja E. Bizonyitsuk be,
hogy a CPE haromszog szabalyos. 7 pont

Megoldas.

A C és D pontok rajta vannak a PB szakasz felezGmer6lege-
sén, ezért CP = CB és CDB< = CDP< = CDE«.

Mivel a k korben az azonos nagysdgu keriileti szogekhez
egyenl§ hossziisagi hiirok tartoznak, ezért CE = CB. Igy az
E, P, B pontok rajta vannak a C kdzépponti CB sugaru kj ko-
ron.

APE< = DPB< (cstcsszogek) és PAE<<{ = BAE<<{=BDE< =
= BDP< (azonos iven nyugvo keriileti szogek). Ennek figye-
lembevételével EPA/\ ~ BDP/\, és mivel DP = DB, ezért
mindkét hdromszog egyenld szard, tehdt AE = AP =r.

1 pont

1 pont

1 pont

A k korben az r hosszdsagu hurokhoz 60°-os kozépponti sz6g
tartozik, vagyis EOA<t = 60°.

1 pont

A keriileti és koz€épponti szogek tételét kétszer alkalmazva

1
—a k korben: EBP<t = EBA< = §EOA<I =30°, 1 pont



—a kj korben: ECP<t = 2EBP< = 60°. 1 pont

Igy a CPE 60°-o0s szarszogli egyenld szart haromszog, tehat szabélyos. Ezzel az 4llitast beldttuk. 1 pont
Osszesen: 7 pont

. Egy koron kijeloliink 2022 kiilonb6zd pontot, és mindegyikhez hozzarendeliink egy egész sza-
mot ugy, hogy mindegyik nagyobb, mint az éramutat6 jarasaval ellentétes irdnyban az 6t megeld-
z0 két szam Osszege. Mennyi lehet a pontokhoz rendelt pozitiv egészek szamanak maximuma? 7 pont

Megoldas. Legyenek a pontokhoz rendelt egész szamok az egyiktdl elindulva és az dramutato
jarédsa szerint haladva ao, ay, 2, ..., axp21 €s a ciklikus haladast figyelembe véve vezessiik be az
ap12022 = ay (k € Z) jelolést.

(a) Eloszor azt fogjuk megmutatni, hogy a korén nem lehet két szomszédos nemnegativ egész
szam. Indirekt bizonyitast alkalmazva tegyiik fel, hogy ay_; > 0 és a; > 0.

Ekkor a feladat feltételét is felhasznalva ay, | > ay +ax—1 = ay.

Igy aiy1 is nemnegativ egész szam, és a kordbbi gondolatmenetet egymds utdn ismételgetve
Ag42 > Ag1, MAJd ag13 > g2 €s igy haladva az ag 2002 > k12021 > - - > Qi1 > Ap = Ap42022-
Ellentmondashoz jutottunk.

A kapott eredmény alapjan tehét legfeljebb minden mésodik szdm lehet csak nemnegativ egész
szam. 3 pont

(b) A tovédbbiakban — szintén indirekt bizonyitdst alkalmazva — azt fogjuk megmutatni, hogy a
nemnegativ egészek szdma még ennyi sem lehet. Az altalanossdg megszoritdsa nélkiil feltehet-
juk, hogy as; > 0 és arr+1 < 0 minden k € Z esetén. Ekkor a feladat feltétele és a feltevésiink
alapjan az > ay +a; > ay.

Analog levezetéssel adddik, hogy as > a3, a7 > as €s igy tovabb, amig az a; = azga3 > azo21 >
> ... > a3 > ap. Ismét ellentmondasra jutottunk. 2 pont

2022
Eredményeinket 6sszefoglalva megallapithatjuk, hogy — = 1011-nél tobb nemnegativ egész

szam nem lehet a pontokhoz rendelt szamok kozott, mivel akkor lenne kozottiik szomszédos. Az
(a) és (b) pontok alapjan 1011 nemnegativ egésszel sem teljesithetd a feladat feltétele.

1010 pozitiv és 1012 negativ szdmmal viszont megadhaté megfeleld elrendezés. Példaul az
ag — axop1 szamok az alabbiak lehetnek:

—4043, 1, —4041, 1, —4039, 1, ..., —2025, 1, —2023, —2021. 2 pont

Osszesen: 7 pont
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