Megoldasok és javitasi Gtmutato
1. Négyzetszam-e a 2222 4 3333 | 4%44 4 55559 Vilaszodat indokold! 6 pont

Megoldas.

A 2 hatvanyainak végzddései rendre 2; 4; 8; 6, ez a négy szamjegy ismétlodik. 222 4-gyel osztva
2-t ad maradékul, igy a 222. hatvany végz6dése megegyezik a 2. hatvany végzddésével, azaz 4. 1 pont

A 3 hatvanyainak végz6dései rendre 3; 9; 7; 1, itt is négy szdmjegy ismétlédik. 333 4-gyel osztva
1-et ad maradékul, igy a 333. hatvany végz6dése megegyezik az 1. hatvany végzddésével, azaz 3. 1 pont

A 4 hatvanyainak végzddései felvaltva 4 és 6, mivel a 444 paros szdm, ezért a 444. hatvany

végzbdése 6. 1 pont
Az 5 minden hatvanya 5-re végzddik. 1 pont
4+346+5 =18, tehat a feladatban szerepl6 Osszeg 8-ra végzddik. 1 pont
A négyzetszamok végzddése csak 0; 1; 4; 9; 6; 5 lehet, igy 2222 4 3333 4 444 1 5555 biztosan

nem négyzetszam. 1 pont
Osszesen: 6 pont

2. a) Egy 3 x 3-as négyzet mezdit kiszinezziik a piros, kék, zold szinek valamelyikével az aldbbi
feltételek szerint:

— az egyik sor mezdi egysziniek,
— egy masik sor kis négyzetei kétféle szinnel vannak szinezve,
— a harmadikféle sor mez6i paronként kiilonb6z0 szindiek.

Hényféleképpen valdsithaté meg a feltételeknek megfeleld szinezés?

b) Az 1,2,3,4,5,6,7, 8,9 szamokat beirjuk egy 3 x 3-as négyzet egy-egy mezGjébe ugy,
hogy barmely két szomszédos szam szomszédos (kozos éllel rendelkezd) négyzetbe keriiljon.

A négy sarokmezdbe keriild szdmok Osszege 18. Melyik szdm keriil kozépre? 8 pont
Megoldas.
a) Az egyszinli sor mezdinek szinezése 3-féleképpen, a kétszintié 3 -2 -3 = 18-féleképpen, a
haromszintié 6-féleképpen torténhet. 1 pont
A kiszinezett sorok 6-féleképpen rendezhetdk a tdblan sorba. 1 pont
Igy a feltételeknek megfeleld esetek szdma: 3-18-6-6 = 1944, 1 pont



b) Szinezziik ki a 3 x 3-as négyzet mezdit az dbra szerint.
Mivel barmely két szomszédos szdm szomszédos (k6zos éllel rendelkezd)
négyzetbe keriil, €s a tdblara keriil6 szdmok kozott 5 paratlan és 4 paros van,
ezért a paratlan szdmok keriilnek a fekete, a paros szamok pedig a fehér kis

négyzetekbe. 2 pont

A pératlan szdmok Osszege: 1 +3+5+7+9 =25. 1 pont

Ha a négy sotét sarokmezdbbe keriild szdmok Osszege 18, akkor kdzépen 112]3

csak a 7-es éllhat. 817 |4 1 pont

A mellékelt alabbi dbra egy lehetséges kitoltést mutat be. 965 1 pont
Osszesen: 8 pont

. Megrajzoljuk egy a, b oldali paralelogramma minden kiils6 szogfelezojét.
Milyen sokszoget zarnak kozre? Hatarozzuk meg a keletkezett sokszog atldinak hosszat! 8 pont
Megoldas. Hasznaljuk az dbra jeloléseit: a=AB=CD, b=BC=DA. DAB<=a, ABC<=f3.

Huzzuk be a paralelogramma 0sszes belsé €s kiil-
s6 szogfelezjét.

A négy kiils6 szogfelezd négyszoget zar kozre.
Ennek csucsait K, L, M és N jeloli.

(04
Mivel o+ =180°, ) + g =90°, ezért barmely

két szomszédos csicsbdl induld belss szogfelezd

derékszoget zér be. 1 pont

A Kkiilsé szogfelez6k viszont merblegesek az
ugyanahhoz a csuicshoz tartoz6 belsé szogfele-
z06re, amibdl kovetkezik, hogy a paralelogramma
tetszSleges belsd/kiilsd szogfelezéparja merdle-
ges vagy parhuzamos. 1 pont

Tehat a KLMN négyszognek négy derékszoge van, vagyis téglalap; az 4tl6i egyenld hossziak. 1 pont

Tegyiik fel, hogy az A-bdl és D-bdl huzott belsd szogfelezok metszéspontja (Y) illeszkedik a
KLMN téglalap NL étl6jara. Ezt majd kés6bb igazoljuk.

NY =AD=b, mert NY és AD az AY DN téglalap étldja. 1 pont
Az dbra kozéppontos szimmetridja folytin ND # BL (parhuzamos és egyenld), viszont az AY DN

téglalapban AY # ND, vagyis AY # BL, ezért az ABLY négyszdg paralelogramma. 1 pont
Tehat AB# YL, azaz Y L=a, vagyis a téglalap 4tl6i hossza NY +YL=b+a. 1 pont

Be kell még latnunk, hogy N, Y és L valéban egy egyenesbe esnek. Mivel az NAY és az AKB
derékszogli haromszogek szdgei egyenldek, két oldalparjuk (VA és AK, illetve AY és KB) par-
huzamos, azaz ugyanolyan éllast, a haromszogek ugyanolyan koriiljarasuak, ezért a harmadik
oldaluk, NY, illetve AB is parhuzamos. Ez azt jelenti, hogy NY és YL is parhuzamos AB-vel, igy
a k6zos végpont miatt Y illeszkedik az NL atlora. 2 pont

Osszesen: 8 pont



4. Egy konvex (2n + 2)-szogben berajzolunk n? darab 4tlét. Bizonyitsuk be, hogy a behtzott 4tlok
kozott lesz olyan, amelyik két paratlan oldalszdmu sokszogre vagja szét az eredeti sokszoget. 8 pont
Megoldas. Jeloljiik az eredeti konvex sokszog csucsait Ay, Ay, ..., Ay, i2-vel.

Hat4rozzuk meg azon berajzolhaté atlok szamat, amelyek a sokszoget nem két paratlan oldal-
szamu részsokszogre osztjdk fel. Az ilyen atlok két nem szomszédos paros és paratlan sorszamu

csucsot kotnek Ossze. 2 pont
Az ilyen tipusu &tlok pdratlan sorszamu végpontjai (n+ 1)-féleképpen jelolhetSk ki. 1 pont
Ezzel a ponttal két paros sorszamu csicsa szomszédos az eredeti sokszognek, igy az atlé masik

végpontja (n — 1)-féleképpen adhat6 meg. 2 pont
Igy a feladat feltételének nem megfeleld atlk szdama (n+1)(n—1) = n> — 1. 1 pont

Mivel n? — 1 < n?, ezért a berajzolt atlok kozott biztosan lesz olyan is, amely két paros vagy
két pératlan indexi csticsot kot 0ssze, és igy két paratlan oldalszdmu sokszdgre bontja az eredeti
sokszoget. 2 pont

Osszesen: 8 pont

5. Mi az a raciondlis szdm, amely egyenld a kovetkezd kifejezéssel:
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> + » + >3 +.+ 22019 + 22020 + 22021 10 pont
1. megoldas.
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5 + » 3 + 3 > + » + 3 1 pont

2022 2021 n 2019\ 2022 n 4040 2022 . 2020 4042
2 22 22 ) 2 22 2 2 2
Tehdt a kifejezés értéke 2021. 2 pont

~ 2022 2021 <2020 2018)_2022 2021 4038

=2021

Osszesen: 10 pont
Megjegyzés. A * rész valamilyen indoklasa sziikséges.

2. megoldas.

JUEES B | 1 1 1
Segédallitas: §+?+?+'”+? :l—ﬁ.
Bizonyitasa példaul teljes indukcidval vagy 2-es szamrendszerbeli felirdssal vagy szdmegyene-
sen torténd dbrdzolassal torténhet. 3 pont
2022 2021 2020 4 3 2
> T2 T T T 53010 T 53000 T 3021

L 11 1 111 1
=\a Tttt Tommmr ) T\5 T3t T 50 | T

1 1 1 1 1 1 1 1 1y
+ §+?+F+.“+W + §+?+?+'.'+W +...+ E = 3 pont
a segéddllitas alapjan a zardjelek a kovetkezd alakban is frhatéak:

1 1 1 1 I
_22021+1_22021+1_22020+1_22019+“'1_§_

1 1 1 1 1
= 2022 1= oy — (22021 T 53020 T 52010 - 5) = 2 pont

=1

ismét a segédtétel alapjan:

1 1
Tehét a kifejezés értéke 2021. 2 pont

Osszesen: 10 pont
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