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Haladok II. kategoria 1. fordul6

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Melyik az az 6tjegyl négyzetszam, amelynek (balrdl jobbra olvasva) els6 szamjegye 2, negyedik
szamjegye pedig 5? 7 pont

Megoldas. Legyen a keresett szam A. Mivel
20000 <A < 30000

Ebbdl
142 < VA <173

Tehit a keresett szdm az 1xy szdm négyzete. 1 pont
(Txy)? = (100 + 10x +y)2 = 10000 + 2000x -+ 100x? 4 200y + 20xy + y°. 1 pont
A negyedik szamjegyet csak az 6todik €s a hatodik tag befolydsolja. 1 pont
Mivel 20xy-ban a tizesek helyi értékén 4ll6 szamjegy péros, a keresett szdmban pedig 5, ami
paratlan, ezért y? elsé szamjegyének paratlannak kell lennie. 1 pont
y =4 esetén az 6todik tag 80x. Ennek 40-re kell végzddnie, tehat x = 3 vagy x = 8. Az igy kapott

szamok, a 134 és a 184, nem felelnek meg a feltételnek. 1 pont
y = 6 esetén az 0todik tag 120x. Ennek 20-ra kell végzddnie, tehat x = 1 vagy x = 6. Az igy

kapott szamok a 116 és a 166, koziiliik a 166 felel meg a feltételnek. 1 pont
Tehit a keresett szam 1667 = 27556 . 1 pont
Osszesen: 7 pont



2. Az ry sugart, K| kdozéppontu kor €s az rp sugard, K> kozéppontud kor kiviilrdl érintik egymast a
P pontban. Legyen e a két kor kozos kiils6 érintdje, azaz e egy olyan egyenes, amely mindkét
kort érinti, és nem megy at a P ponton. Igaz-e, hogy a K| K, atmérdji kor érinti az e egyenest? 7 pont

Megoldas. Egy kor akkor és csak akkor érint egy egye-
nest, ha kozéppontja az egyenestdl éppen akkora tavol-
sdgra van, mint a kor sugara. 1 pont

Az e egyenes a két kort az M és az N pontban érinti,
a K1 K, szakasz felez6pontja F, az MN szakasz felezd-
pontja E.

Az érintési pontokba huzott KiM és KoN sugarak me-
rolegesek az e egyenesre, ezért egymdssal parhuzamo-

sak, igy a KhNMK | négyszog egy derékszogt trapéz, alapjainak hossza ry és r». 2 pont
E trapéz szarainak felezGpontjait 6sszekotd kozépvonal éppen az FE szakasz. 1 pont

Ezért egyrészt FE parhuzamos a trapéz K1M és K, N alapjaival, ezért FE merdleges az e egye-

nesre, ami azt jelenti, hogy az F pontnak, vagyis a K1 K, atmérdji kor kozéppontjanak a tavol-

sdga az e egyenestdl éppen az FE szakasz hosszdval egyenld. 1 pont
rn+nm

Masrészt az FE kozépvonal hossza a két alap szamtani kozepével, azaz -vel egyenld.

Mivel az r| sugari és az r, sugard kor érinti egymadst, a kozéppontjaik tdvolsdga a két sugar
Osszege, azaz K1 Ky = r1 + . 1 pont
KK

T

Ez pedig azt jelenti, hogy a KK, atmérdji kor F kozéppontja az e egyenestdl FE =

tavolsdgra van, azaz éppen olyan tdvol, mint amekkora a KK, atmérdjd kor sugara, ezért ez a

kor érinti az e egyenest. 1 pont
Osszesen: 7 pont
3.Az1,2,3,..., 36,37 szamok koziil kivilasztunk két kiillonb6z6 szamot, amelyek szorzata meg-
egyezik a ki nem jelolt 35 szam 6sszegével. Melyik lehetett a két kivalasztott szdm?
37(37+1)

Megoldas. A megadott szamok Osszege 1 +2+...4+37 = =703. 1 pont
Legyen a két kivalasztott szdm x és y (x < y). Ekkor a feladat feltétele alapjan:
xy=703—x—y
xy+x+y="1703

(x+1)(y+1)=704 3 pont
A 704 = 25 .11 felbontds alapjan a 704 osztdpdarjait sorban megvizsgdlva a megadott x < y
alapjan csak az (x+ 1;y+ 1) = (22;32) eset lehetséges, amibdl x = 21 és y = 31 adddik.
Tehat a kivalasztott két szdm a 21 és a 31. 3 pont

Osszesen: 7 pont



4. Az x, y, z valds szamok teljesitik az aldbbi egyenl8séget:
x—y[ = 2|y —z| =3z —x].
Igazoljuk, hogy x =y =z. 7 pont

1. megoldas. Bontsuk fel az abszolut értékeket!
leset: x <y <z

y—x=2z7-—2y 3y=2z+x 2z74+x =9z —6x,
= , ebbdl

y—x=3z—3x 3y=9z—6x xX=2z.
Igyx=y=xz 1 pont
2.eset: x <z < y.
y—x=2y—2z y=2z7—x 27 —x =3z —2x,
<= , ebbdl
y—x=3z—3x y=3z—2x xX=z
lgyx=y=z 1 pont
3.eset: y<x <z
x—y=27—2y y=2z7—x 2z —x=4x—3z,
= , ebbdl
x—y=3z—3x y=4x—3z xX=z
lgyx=y=z 1 pont
4.eset: y<z<nx.
x—y=2z—-12y y=27—x 27—x=3z7—2x,
— , ebbdl
x—y=3x—-3z y=3z—2x xX=z
lgyx=y=2z 1 pont
S.eset: z<x < y.
y—x=2y—12z y=2z7—x 27 —x =4x—3z,
= , ebbdl
y—x=3x—3z y=4x—-3z xX=2z.
fgyx=y=xz 1 pont

6.eset: z<y<ux.

x—y=2y—2z Jy=x+2z x+27=9z—6x,
<= , ebbdl

x—y=3x—-3z 3y =9z—6x X =7z
Igyx=y=xz 1 pont
Tehat x, y, z barmely nagysag szerinti sorrendje esetén igaz az allitds, igy az allitds minden valds
szdmhdrmasra igaz. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Az utolsé 1 pont jar, ha a versenyz6 legalabb harom esetet kiproblt.

8



2. megoldas. Legyen |x —y| = 6a (a > 0)!
a=0esetén [x—y| =|y—z| =|z—x| =0, ahonnan x =y = z.
a > 0 esetén |x —y| = 6a, ahonnan |y — z| = 3a, |z — x| = 2a.
Ekkor
6a=|x—yl=|x—z+z—y|<|x—z|+|z—y| = |z—x|+|y—z| =2a+3a = 5a,

amibsl a < 0 adédik, ami ellentmond az a > 0 feltételnek. Igy ez az eset nem valésulhat meg.
Ezzel az allitast igazoltuk.

Osszesen:

3. megoldas. Az egyenlGség elsd és a harmadik tagjabol y—x = 3(z—x) vagy y—x = —3(z—x).
A mésodik tag: 2|y —z| =2[(y —x) — (z—x)|,

ami tehdt vagy 2|(3 — 1)(z—x)| =4[(z—x)|, vagy 2|(-3 - 1)(z—x)| =8|z —x
de mindkettd csak |z — x| = 0 esetén lehet egyenld 3|z — x|-szel,

b

azaz z = x, amibdl kovetkezik, hogy x =y = z.
Osszesen:

. Szétbonthaté-e a H = {1;2;3;...;2021} halmaz olyan részhalmazokra, amelyek mindegyiké-
ben a legnagyobb elem az adott részhalmaz tobbi elemének Osszegével egyenld? (A szétbontds
ugy értendd, hogy a részhalmazoknak nincs kozos elemiik, és az unidjuk kiadja a H halmazt.)

Megoldas. Tegyiik fel, hogy létezik ilyen szétbontas, jeloljik Hy, Hy, ..., H,-nel a megfeleld
részhalmazokat! Vizsgéljuk meg példaul H; elemeinek 6sszegét! Ha H; legnagyobb eleme aj,
akkor a feltétel szerint H tobbi elemének Osszege is ay, azaz a Hy-beli elemek Osszege 2ay,
tehat H; elemeinek Osszege paros szam.

Hasonl6 igaz minden részhalmazra, tehat mindegyik részhalmazban az elemek Osszege péaros
szam,

és mivel az n db részhalmaz k6zos elem nélkiili, uni6juk pedig H, ezért H elemeinek 0sszege
n db paros szam Osszege, vagyis szintén paros szam kell legyen.

De H elemeinek 0sszege valdjaban paratlan, hiszen a paros szdmokon kiviil 1011 darab pératlan
2021-2022
szdm van benne (vagy szdmszer{ien az 0sszeg — S = 2043231),

azaz ellentmonddsra jutottunk, a sz€tbontas tehat nem lehetséges.

Osszesen:
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