Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az ax® 4 bx+ ¢ alakban megadott f(x) és g(x) méasodfoku fiiggvényeknél a fGegyiitthatdk rend-
re 2 és —2. Mindkét fiiggvény grafikonja éthalad a (16;54), (20;53) pontokon. Mennyi az

f(0)+g(0) értéke? 7 pont
Megoldas. Legyen h(x) = f(x) +g(x) (x € R). Ekkor h(x) els6foka fiiggvény, és 1 pont
h(16) = f(16) +g(16) = 54 + 54 = 108
h(20) = £(20) +g(20) = 53 +53 = 106. | pont

Ha h(x) = mx+ b, akkor
h(16) = 16m+b = 108

h(20) = 20m+ b = 106. 2 pont
Ebbél
_ h(20)—h(16) 1
m_—20—16 =5 1 pont
1

b=h(16) —16m =108 — 16 (—5) =116 1 pont

Ezt felhaszndlva:
f(0)+g(0) =h(0) =b=116. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. Legyen E az ABCD négyzet BD étldjanak tetsz6leges pontja. Az AE egyenest tiikkrozziik az AB
egyenesre. A kapott egyenes a CE egyenest az M pontban metszi.

a) Mi lesz az M pontok halmaza a sikon, ha E befutja a BD atl6t?
b) Az E pont mely helyzetében lesz minimalis az AM - CM szorzat értéke? 7 pont
Megoldas. Jelolje K az AB és CM metszéspontjat. Ha K az AB bels6 pontja, akkor:

D C




A tengelyes szimmetria miatt CBEA = ABE/\.
Az egybevigosag, valamint az AB oldalra val6 tiikrozés miatt
KCB< = BAE< = MAB<.
Mivel MKA< = CKB<t és KAM < = BCK<, ezért AMK/\ ~ CBK A\, tehat
KBC<=AMK< =90°.
Ebbdl kovetkezik, hogy M illeszkedik az AC atl6 f6lé rajzolt Thalész-korre.

A Thalész-kor A-t tartalmaz6 félkor minden pontja megfeleld, beleértve a B és D végpontokat is.
Ha pedig K az AD bels6 pontja, akkor mivel az AE egyenes tiikkorképe az AB-re, illetve az AD-
re nézve is ugyanaz az egyenes (1évén AB és AD merdGlegesek), ezért picit mds betlizéssel az
el6z0 eset AC-re tengelyesen szimmetrikus abrdjdt kapjuk (I1d. aldbb), tehdt M ebben az esetben
is illeszkedik a BD Thalész-korére.

Mivel a szorzat egyik tényezdje sem lehet negativ, ezért akkor minimdlis, ha valamelyik tényezd
nulla. Ez akkor kovetkezik be, ha az M pont egybeesik az A ponttal, azaz ha az E pont a BD és
AC egyenesek metszéspontja.

Osszesen:

. Egy kort 20 pont segitségével egyenlé hosszisagu ivekre osztunk fel, majd a pontokhoz az
egyiktdl elindulva az éramutaté jardsdnak megfelelden haladva az 1-t61 20-ig terjedd szamokat
rendeljiik hozza. Ezutdn berajzoljuk a kor azon hurjait, amelyek olyan pontokat ktnek 0ssze,
amelyeknél a hozzdjuk rendelt szdmok kiilonbségének abszolutértéke egy primszammal egyen-
16. Mennyi a berajzolt szakaszok altal meghatdrozott hdromszogek szama?

Megoldas. Legyenek egy keletkez6 haromszog csucsaihoz rendelt jelz6szamok a, b, ¢
(1<c<b<a<20,a,b,ceN"). Ekkor

a—b=py,
b—c=p,
a—«c=p3,

ahol py, p>, p3 primszadmok, és
ps=a—c=(a—b)+(b—c)=pi1+p2.
Figyelembe véve, hogy p1, pa, p3 kozott kell lennie paros primszamnak is, és a primek koziil
egyediil a 2 péros, ezért a nagysdgrend alapjan p; vagy p, koziil az egyik értéke 2.
Vizsgaljuk azt az esetet, amikor p; = 2. Ekkor p3 = py +2.

A 20-ndl kisebb primek a 2,3, 5,7, 11, 13, 17 és 19. Ezekhez 2-t hozzdadva a 3, 5, 11, 17 esetén
kapunk primet. Igy p3 € {5,7,13,19}.

Mivel a = ¢+ p3 < 20, ezért
epy=>5Seseténc=1,2,..., 15,
epy=Teseténc=1,2,...,13,
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ep3=13eseténc=1,2,...,7,
e p3=19esetén ¢ = 1. 2 pont

c és p3 esetén a értéke meghatdrozott. Mivel p; és p; értéke felcserélhets, ezért barmely (c;a)
szampérhoz kétféle b érték tartozhat. Igy a megfeleld haromszogek szdma:

2(15+13+7+1) =72, 1 pont

Osszesen: 7 pont
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