Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy sorozat els6 tagja egy 1-nél nagyobb a; pozitiv egész szam. Ha n > 1, akkor a sorozat n-edik
an tagjat a kovetkez6képpen kapjuk: ha az a,_| legnagyobb primosztéja p, akkor a, = a,—1 + p.
Hatdrozzuk meg az 0sszes olyan a; kezd6értéket, amelyre a sorozat valamelyik tagja 2022! 7 pont

Megoldas. Nyilvan lehet a; = 2022.

Legyen a,_; legnagyobb primosztdja p, ekkor a,— 1 =p-k és a, = p-k+ p = p(k+ 1), tehat

p osztdja a,-nek. Tehat egy tetszbleges tag elott allé tag legnagyobb primosztdja csak olyan
primszam lehet, amely osztdja az adott tagnak. Az is latszik, hogy ha n > 1, akkor a, nem lehet
primszam, hiszen p és k+ 1 mindegyike legaldbb 2. Tovdbba egy adott tag el6tt 4116 tagot dgy

kapunk, hogy az adott tagbdl kivonjuk annak egyik primosztdjat, hiszen a,_; = a, — p, és az

eldbb lattuk, hogy p osztdja az a,-nek. 1 pont
Tegyiik fel, hogy a,, = 2022 (n > 1). Mi éllhat a 2022 el6tt a sorozatban?

2022 primosztéi 2, 3 és 337, egyben ezek a p lehetséges értékei. Mivel a,—| = a,—p = 2022—p,

az a,_; lehetséges érétkei: 2022—2 = 2020 = 2% -5-101, 2022—3 = 2019 = 3 - 673 és

2022 — 337 = 1685 = 5-337. A 2020 legnagyobb primosztdja 101, azaz p # 2, 2019 legnagyobb
primosztéja pedig 673, azaz p # 3, ezért a,_ csak 1685 lehet. 1 pont
Mi allhat az 1685 el6tt, ha nem az az elsd?

Az 1685 = 5-337 el6tt 4116 tag lehetséges értékei: 1685 —5 = 1680 =2*.3.5.7, 1685 —337 =

= 1348 = 2% -337. Ezek koziil az elst kizdrhatjuk, mert 1680 legnagyobb primosztéja nem 5,

tehat az 1685 el6tt csak 1348 allhat. 1 pont
Az 1348 — ha nem az van az elején — el6tt 4116 szam lehet 1348 —2 = 1346 = 2 - 673 vagy

1348 —337 = 1011 = 3-337. Mivel 1346 legnagyobb primosztéja nem 2, ezért az 1348 eldtt

csak 1011 = 3-337 allhat. 1 pont

Az 1011 — ha nem az van az elején — el6tt 4116 szam lehet 1011 —3 = 1008 = 24.32.7 vagy
1011 —337 =674 =2-337. Mivel 1008 legnagyobb primosztdja nem 3, ezért az 1011 eldtt csak

674 = 2-337 allhat. 1 pont
A 674 —ha nem az van az elején — eltt 4116 szdm lehet 674—2=672=2°-3.7 vagy 674—337=337.

Mivel 674 legnagyobb primoszt6ja nem 2, ezért a 674 el6tt csak 337 allhat. 1 pont
Mivel 337 primszam, ezért ha szerepel a sorozatban, akkor csak a sorozat elsd tagja lehet.

Osszegezve: a sorozat elsé tagja lehet 337, 674, 1011, 1348, 1685 vagy 2022. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. Oldjuk meg a valds szamok halmazén az alabbi egyenletet!

1 1
x:\/x——+\/l—— 7 pont
x X




Megoldas. A nevezd miatt x # 0, és a négyzetgyok miatt x > 1, valamint x két négyzetgyok
Osszege, ezért x mindenképpen pozitiv. Mivel az egyenlet mindkét oldala pozitiv, ezért a négy-
zetre emelés ekvivalens atalakitas.

2 o2 —x+1
x2:x+1__+2\/$ Jox 1 pont
X X

mivel itt V2 = x, ezért kapjuk, hogy:

B=dx—242V3—x2—x+1

X —x4+2=2v/x3-x2—x+1 1 pont
Vezessiink be tj ismeretlent: u = \/x3 —x2 —x+ 1, ezzel az (j ismeretlennel egyenletiink igy
irhato fel:
w?+1="2u 1 pont
u—17=0
u=1
Ve —x2—x+1=1
X —x?—x=0
x(xz—x—l):O 1 pont
1+/5 1-/5
x1 =0, Xy = , X3 = . 1 pont
2 2
x1 = 0 esetén a tortek nevezdje O lenne,
I-v5 .
X3 = negativ szdm, ami nem lehet, mert x csak pozitiv lehet. 1 pont
1 5
Xy = V5 pozitiv szam, tehat az egyenlet egyetlen megolddsa x = , ami megfelel a
feladatnak. 1 pont
Osszesen: 7 pont
. Egy H halmaz elemei pozitiv egész szdmok. Teljesiil tovabbd, hogy 1 € H és 2 € H, valamint
barmely két H-beli elem 0sszege nem eleme H-nak. Bizonyitsuk be, hogy a H halmaz k-nél
k
kisebb elemeinek szama kisebb, mint — + 2. 7 pont
Megoldas. Mivel 1 és 2 eleme a H-nak, ezért a 3 biztosan nem, tehét elegendd 4-t61 (k — 1)-ig
vizsgalni az elemeket. 1 pont

A 4-t81 (k— 1)-ig terjedd egészeket harmas csoportokba osztjuk, (3i+ 1;3i+2;3i+ 3). Mivel az
1 és a2 eleme a H-nak, ezért egy ilyen csoportbdl csak egy elem lehet benne a H halmazban. 2 pont



Mivel 4-t6l (k — 1)-ig Osszesen k — 4 darab szam van, ezek Osszesen [T] darab csoportot

alkotnak. 1 pont

Az utolsé teljes harmas utdn még legfeljebb két elem lehetne, de ezek koziil csak az egyik lehet
a halmazban. 1 pont

Igy a k-nél kisebb elemek szdma legfeljebb
k—1 k

k—4 k—1 k
2 —_— 1=2 — | —-14+1=2 — | <24+ — <2+ . 2 t
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Osszesen: 7 pont

. Az ABC egyenld oldald haromszog két oldalat is meghosszabbitjuk: BC oldalit C irdnydban
D-ig, BA oldalat pedig A irdnyaban E-ig gy, hogy BD = AE teljesiiljon. Igazoljuk, hogy az
ECD haromszog egyenld szaru! 7 pont

Megoldas. Készitsiink dbrdt, a szabalyos haromszog
oldalait jeloljiik a-val. Vegyiink fel az AE szakaszon
gy egy F pontot, hogy AF = CD(= x) teljesiiljon,
ezt az F pontot kossiik 0ssze D-vel. 2 pont

Az EFD és CAE haromszogek egybevagdsagat fog-
juk beldtni, ebbdl mar kovetkezik az allitas.

Az FBD haromszog egyenld oldald, ezért

DF = BD = AE. 1 pont
Masrészt
EF =AE —x=BD —x=a=AC, 1 pont
az FE, FD, illetve az AE, AC két-két egyenld oldal 4ltal kozrezart szog is egyenld (120°). 1 pont

Két-két oldal és a kozrezart szog egyenlosége miatt az EF D €s EAC haromszogek egybevagdk, 1 pont
azaz harmadik oldalaik is egyenl6k: EC = ED, vagyis az ECD haromszog egyenld szaru. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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