Az 1998/99. évi Arany Déniel Matematikai Tanuléverseny feladatai

KEZDOK
Els6 fordulé (Mindharom kategoéria)

1. Oldja meg a valds szamok halmazan a kévetkezd egyenletet!

|1f|x||:%f:17

2. A hy hajo egy folyén A-tél B-ig lefelé, majd — azonnal visszafordulva — B-t6l A-ig felfelé a teljes utat
2, 5-szer annyi id6 alatt teszi meg, mint a hy hajo. Allévizben a ho hajé sebessége a h; hajo sebességének
kétszerese. Hényszorosa a h; hajé allévizben mért sebessége a foly6 sebességének? (A két hajé és a folyd
sebessége dllandd.)

3. Az ABC szabélyos haromszog egy bels6 pontja P. Legyen P-nek a haromszog AA;, BBy, CCy
magassdgaira es6 merdleges vetiilete rendre Py, P, és P3. Bizonyitsa be, hogy az AP; + BP, + CP5 Gsszeg
értéke nem fligg a P pont megvélasztasatol!

4. Tekintse a valds szamok halmazan értelmezett
f@)=(-1)"+ (@ -2"+ (¢ -3)*

fliggvényt! Hol veszi fel ez a fiiggvény a legkisebb helyettesitési értékét?

5. Mely n és k pozitiv egész szamokra teljesiil a kovetkezd egyenloség?

3" =2"4+1
Maésodik (déntd) forduls

I. kategéria: Szakkozépiskolasok

1. Hatarozza meg az a, b paraméterek értékét ugy, az alabbi egyenletnek végtelen sok megoldasa legyen
a val6s szamok halmazan!
o —4] +5—2x|=ax+b

2. Milyen egész n esetén lesz az alabbi egyenlet megoldédsa egész szam?

n?(x —1) = 5n(2x — 1) — 25z

3. Az ABC héromszogben oo = 120°. Az A csiicsbdl indulé belsé szogfelezé a BC oldalt Aj-ben metszi.
Legyen O az ABC héaromszog, O1 a BA; A haromszog, Os a C AA; haromszog koré irt kérének kozéppontja.
Bizonyitsa be, hogy az O0O;05 haromszog szabdlyos!

II. kategéria: Nem specidlis matematika tantervii gimnaziumi tanulék

1. Azonos az 1. kategéria 3. feladataval.

2. Tekintsiik az Osszes kétjegyll pozitiv egész szdmot! Mutassuk meg, hogy ha koziiliik akdarhogyan
valasztunk ki tizenkét darabot, akkor ezek kozott mindig van két olyan szam, amelyek kiilonbsége azonos
szamjegyekbol allé kétjegyli szam!

3. Egységoldali szabélyos tizszogbe hany darab egységoldali szabdlyos 6tszoget tudunk tgy elhelyezni,
hogy barmely két 6tszognek ne legyen kozos belsé pontja?
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ITI. kategéria: Specidlis matematika tantervii gimnaziumi tanulék

1. Legyen n > 3 egész szam! Tekintsiink egy egységoldalu szabalyos 2n-szoget! Ennek csicspontjai
legyenek a koriiljards sorrendjében: Aj, As, ..., Aa,. Tekintsiik azt a két darab egységoldali szabélyos
n-szoget, melyek a 2n-szog belsejében vannak, és egyik oldaluk A; As, illetve A, A, 1. Bizonyitsuk be, hogy
ennek a két szabélyos n-szégnek van egy kozos cstucspontja, viszont tobb kozos pontjuk nincsen!

2. Legyenek z, y, z 21-nél nem nagyobb pozitiv valds szamok, amelyek Osszege 48. Mekkora az
(x+4)(y 4+ 4)(z + 4) szorzat legnagyobb és legkisebb értéke?

3. Legyen f az egész valds szamhalmazon értelmezett olyan fliiggvény, amelyre minden x valds szamra
fx+1) = f(z) és f(z 4+ V2) = f(zx). Véges sokszor veszi-e fel az f fiiggvény az f(0) értéket az [1; 2]

intervallumon?

HALADOK
Els6 forduld

I. kategéria: Szakkozépiskolai tanulék

1. Az a valds paraméter értéke olyan, hogy az

22— (2a+ 1)z +a®>+a
3 —a?x4a—1

=0

egyenletnek pontosan egy valds gycke van.
Oldjuk meg az egyenletet!

2. Az ABCD paralelogramma AB és BC' oldaldt négy egyenld részre osztjuk. Jeldlje a BC' oldal C-hez
legkozelebbi osztépontjat F', az AB oldal A-hoz legkozelebbi osztépontjat E! Kossiik Gssze a pontokat az
abran lathaté médon. Hanyad része a vonalkazott teriilet a paralelogramma teriiletének?

D C

K F

A E B

3. Oldjuk meg a valés szamok korében a
Vi-—z=c+Vzr—-1

egyenletet, ahol a ¢ paraméter értéke egész szam!

4. Bizonyitsuk be, hogy két kor kozos kiilsé érintészakaszanak hossza megegyezik a kozos belsé érintd
egyenesiiknek a kozos kiilsé érint6k kozé es6 darabjanak hosszaval (AB = CC")!

A

Cl



5. Legfeljebb hany 1j egyenes johet létre, ha n egyenes metszéspontjait 6sszekotjiikk egymassal?

II. kategéria: Nem specidlis tantervii gimnaziumi tanulék

1. Oldjuk meg a természetes szdmok (nemnegativ egész szdmok) halmazén a
3(x —y) =a® —ay +y?

egyenletet!

2. Az ABCD paralelogramma kozéppontja O és a DAB szog egyenld az AOD szoggel. Bizonyitsuk be,
hogy ekkor
AC? — BD? = 2(AB? — BC?)!
3. Azonos az eléz6 kategéria 3. feladatdval.

4. Azonos az el6z6 kategoria 4. feladataval.

5. Azonos a az el6z6 kategoria 5. feladataval.

III. kategoéria: Specidlis matematika tantervili gimnaziumi tanulék
1. Hény egész szdmokbdl 8116 (z, y) szampdr elégiti ki a

VI =y = Vet 29— =g

egyenletet?

2. Egy paralelogrammaban két szomszédos oldal altal és az atlok &ltal bezart hegyesszog egyenld
nagysagu. Bizonyitsuk be, hogy a révidebb oldal és a hosszabb oldal aranya nagyobb (\/5 — 1)-nél!

3. Bizonyitsuk be, hogy n > 7 esetén az 1, 2, 3, ..., 2n szadmok koziil nem lehet n darabot ugy
kivalasztani, hogy a kivalasztott szamokbdl képzett kéttagu Gsszegek mind kiilonbozok legyenek!

4. Egy tetraéder mindegyik lapja derékszogii haromszog, élei koziil pedig harom 1 egység hosszu.
a) Hogyan helyezkedhetnek el a derékszogek a csticsokhoz képest?
b) Mekkora a tetraéder tobbi éle?

Masodik fordulé

I. kategéria: Szakkozépiskolai tanulék

1. Oldjuk meg a valds szamok korében a

VI—z+Vr—p=+p+2

egyenletet, ahol a p paraméter egész szam!

2. Egy egyenld széri hdromszog beirt korének sugara r, az alapjahoz hozzairt (az alapot és a szarak
meghosszabbitasat is érint6) kor sugara r,, a hdromszog koréirt korének sugara pedig R.

a) Igazoljuk, hogy /1 -rq < R!



b) Mekkora % értéke, ha \/r-r, = R?

3. Egy szabélyos haromszog oldalait n egyenld részre osztottuk. Legyen f(n) azoknak a hdromszogeknek
a szdma, amelyeket az osztépontok és a hdromszog cstcsai meghataroznak! Adjuk meg f(n)-et n fiiggvényeként!

4. Bizonyitsuk be, hogy ha egy tetraéder szemkozti élei merdlegesek egymasra, akkor van olyan pont a
tetraéder belsejében, amely mindegyik él felez6pontjatdol egyenl6 tavolsdgra van!

II. kategéria: Nem specidlis tantervii gimnaziumi tanulék

1. Oldjuk meg az egész szamok halmazan a

\/Sx—yzx/m—i—?)—\/y—x

egyenletet!

2. Egy egyenld szdrt hdromszog beirt korének sugara r, az alapjdhoz hozzairt (az alapot és a szdrak

r

egyenesét is érintd) kor sugara r,, a hdromszog koréirt korének sugara pedig R. Mekkora = értéke, ha
r4+r, = R?

3. Egy szabélyos hdromszog oldalait n egyenld részre osztottuk. Legyen f(n) azoknak a hdromszogeknek
a szadma, amelyeket az osztépontok és a hdromszog csicsai meghatdroznak! Milyen n érték esetén lesz f(n)
primszam?

4. Egy kocka alaplapja az ABCD négyzet, fedSlapja az A1 B1C1 Dy négyzet (AA,, BBy, CCy, DD,
merdleges a két négyzet sikjara.) Az A cstcsra, az Ay B; él felezépontjéra és a DD, él felez8pontjara
illeszkedo sik a kockat két részre vagja. Mekkora a keletkezett két test térfogatdanak aranya?

Harmadik (dént8) fordulé

I. kategéria: Szakkozépiskolasok

1. Bizonyitsuk be, hogy ha = > 0, akkor

T 1 T

> 1.
x—|—2+3x+2x—|—1*

2. Egy kor és egy négyszog tgy helyezkedik el a sikon, mint az az abran lathat6. Tudjuk, hogy
a kor négyszogon beliili két-két szembenfekvd ivének Osszege egyenld. Bizonyitsuk be, hogy a négyszog

hirnégyszog!

3. A 26 és a 65 két olyan kétjegyii szam, hogy ha elhagyjuk a mindkett6ben szereplé 6-ost, akkor a
kapott két egyjegyii szdm hényadosa egyenld az eredeti két szdm hanyadosaval. Keressiik meg az Osszes
kiilonbo6z6 kétjegyii szamokbdl all6 ilyen tulajdonsdgi szampart!
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I1. kategéria: Nem specidlis matematika tantervii gimnaziumi tanulok

1. Bizonyitsuk be, hogy ha x +y > 0 és

2xy

2?4+ y* +
r+y

i

akkor x +y = 1.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha egy négyszog csicsai egy R, oldalfelez6 pontjai pedig egy r sugari korre
illeszkednek, akkor a két kor kézéppontjanak tavolsaga:

| R2
7 — T2.

3. A x miivelet a valés szdmpdarokon van értelmezve, az (z, y) szdmpdrokhoz rendelt valés szadmot
zxy-nal jeloljiik. Hatarozzuk meg 1999 x 19 értékét, ha tudjuk, hogy barmely x, y, z valds szamra teljesiilnek
a kovetkez6 azonossdgok:

zxx =0,

xx(y*xz)=(z*xy)+ 2

ITI. kategéria: Specidlis matematika tantervii gimnaziumi tanulék

1. Egy téblara felirtuk az 1, p, p?, ..., p?" szémokat, ahol p pozitiv primszam, n pedig pozitiv egész
szam. Egy 1épésben barmely két szam letérdlhetd, ha helylikbe a letorolt két szam kiilonbségének abszolit
értékét irjuk. Ezt az eljarast addig folytatjuk, amig egyetlen szam marad a tablan. Jeldlje a leirt eljardssal
kaphaté szamok maximumat M, minimumat m. Mennyi p értéke, ha tudjuk, hogy M + m négyzetszam?

2. Oldjuk meg az 2% + y 4+ 3zy = 1 egyenletet a valés szamparok korében, ha tudjuk, hogy = +y > 0.
3. Bizonyitsuk be, hogy ha az ABC héaromszoghben ACB/ = 45°, akkor a hdromszog lefedhetd két,

A
- sugaru korlappal!



