@ OKEV SZAKKOZEPISKOLA

Orszagos Kozoktatasi
Ertékelési és Vizsgakdzpont

A 2005-2006. tanévi matematika OKTV I. kategoria
masodik fordul6 feladatainak megoldasa

1. feladat

Oldja meg az (x + y)+ (x - y)+ X-y+ X 363 egyenletet, ha x és y egész szamok!
y

10 pont
I. Megoldas:
A megoldando egyenlet ekvivalens a
(1) 2-x+x-y+£:363 egyenlettel.
y
Nyilvéanval6, hogy y #0 (1 pont)
Mivel x, y egész szdmok, ezért (1) csak ugy teljesiilhet, ha X s egész szam.
Ebbdl az kovetkezik, hogy az x tobbszordse y-nak, azaz
x=k-y (keZz) (2 pont)
Ezzel 2-k-y+k-y* +k=363,
vagy masként
) k-(y*+2-y+1)=363 (1 pont)
(2) bal oldalan egy egész szam és egy egész szam négyzetének szorzata all, vagyis
3) k-(y+1) =363.
(3) szerint 363 oszthato egy egész szam négyzetével. Mivel 363 =3-11%, (1 pont)
ezért (3) kétféleképpen teljesiilhet:
a) (y+1)° =1
vagy

b) (y+1)7 =117 (1 pont)



Ha (y + 1)2 =1, akkor y+1=1 vagy y +1 = -1, amelybdl y=0 illetve y = -2 kovetkezik.
Az y=0 a feltétel miatt nem lehetséges.

Az y =-2-bdl (3) felhasznalasaval adodik, hogy egyrészt, k=363, masrészt x = —726

(1 pont)
Ha (y+1)’ =117, akkor y+1=11 vagy y + 1 = —11, tehat y=10, illetve y =—12.
Ekkor k=3 és ezért x=30 illetve x =-36 (1 pont)
A feladat megoldasai tehat az egész szamokbdl allé szamparok halmazan:
x,=-726 ; y,=-2
x, =30 ; v, =10
x;==-36 ; y,=-12
(1 pont)
Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy ezek a szamparok valoban megoldasai az
egyenletnek. (1 pont)

Osszesen: 10 pont



I1. Megoldas:

Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat y-nal! (y # 0)

Rendezés utan a kdvetkezot kapjuk:

(1) 2-x-y+x-y +x-363-y=0. (1 pont)
Vegyiink el (1) mindkét oldaldbol 363-at! Ezzel egyrészt

2-x-y+x-y° +x-363-y-363=-363, (1 pont)

masrészt
) x-(y+1) =363(y+1)=-363 (1 pont)

(2) bal oldala szorzatta alakithato:
3) (y+1)- (xy + x —363) = -363.
A kényelmesebb szamolas érdekében (3) igy is irhato:

(4) (y+1)-(363—xy—x)=3-11° (1 pont)

A 3-11° szamot kell két egész szam szorzatara bontani, és mivel 3-11°-nek 6 pozitiv

osztdja van, ezért a negativ osztdokat is figyelembe véve 12 esetet kell megvizsgalnunk.(1 pont)

A szamologép nélkiil is elvégezhetd szamitasok utan az I. megoldasban kapott eseteket
kapjuk. (a tobbiben vagy x, vagy y nem egész szam):
x, =-726 ; y, =-2
x, =30 ; v, =10
xX;=-36 ; y,=-12
(4 pont)
A megoldasok helyességérdl ellendrzéssel gyézddhetiink meg. (1 pont)

Osszesen: 10 pont



2.feladat

Az ABC haromszog stlyvonalai az S pontban metszik egymast. Bizonyitsa be, hogy az
AB? + BC? +CA> =3-(S4* + SB* + SC?)

egyenldség teljestil!
10 pont
I. Megoldas:

Jeloléseink az dbran lathatok, az F,, F, és F3 pontok a megfeleld oldalak felezOpontjai.

A megoldésban felhasznaljuk az S sulypontnak azt az ismert tulajdonsagat, hogy S a

megfeleld stlyvonalnak a csucstol tdvolabb esé harmadol6 pontja. (1 pont)

fgy kapjuk, hogy
(1) AF, :SA+%:> AF, :%SA (1 pont)

frjuk fel a koszinusztételt az ABF1 haromszogre! Az oldalakat a szokasos médon jeldlve:

2

2 AF = +2 —2.¢. % . cos
) 1 2 5 cosp
Felhasznaljuk (1)-et és azt, hogy az ABC haromszdogre felirt koszinusztételbdl kovetkezden:
2 2 2
cosp=d e b

2ac

igy kapjuk, hogy



2SA2 =c? +£_2.C.E.M
4 4 2 2ac

2

ahonnan rendezés utan:

2 2 2
3) 3542 =22 +23C @ (3 pont)

Hasonldképpen lathatd be, hogy egyrészt

(4) 3.SB% = —_ (2 pont)
3 P
illetve:
2 2 2
(5) 3.502 =20 207 —c (2 pont)

A (3)-(4)-(5) egyenletek megfeleld oldalainak 0sszeadasa utan kapjuk, hogy
3-(S4> + SB> +SC?)=a® +b* + %,
ez pedig ekvivalens a bizonyitand¢ allitassal. (1 pont)

Osszesen: 10 pont
I1. Megoldas:

Ebben a megoldasban a stlypont tulajdonsaga mellett felhasznaljuk azt a konnyen (példaul a
Pitagorasz — tétel segitségével) bizonyithatd allitdst, hogy a paralelogramma oldalainak
négyzetdsszege egyenld az atlok négyzetosszegével.

Tikrozziik az 1. megoldas abrdjan szerepld S sulypontot a megfeleld oldalak F;, F, és F;

oldalfelezd pontjaira! Jeloléseink az abran lathatok.

(2 pont)



A tiikr6zés miatt a BS|CS, CS;AS, AS;BS négyszogek parallelogrammak, ezért

BS;=A4S,=SC, CS;=AS;=SB, CS,=BS;=SA. (1 pont)

Az S sulypont az egyes stlyvonalak csucsoktdl tdvolabb es6 harmadold pontja, eszerint

SF, =%, SF, :%, SF;, :%, (1 pont)

A tiikrozés és a parallelogrammak tulajdonsagai miatt igy is teljesiil, hogy

(1) SS;=SA4, SS,=SB §8;=SC (1 pont)

A BC=a, CA=b és AB=c jeldléssel alkalmazzuk a parallelogrammakra

vonatkoz¢ allitast:

(2) 2-SB*+2-SC* =84 +a’
3) 2-SA> +2-SC* =SB* +b°
4) 2-8S4° +2-SB* =SC* +¢c* (3 pont)

A (2)-(3)-(4) egyenletek megfeleld oldalait 6sszeadva €s rendezve azt kapjuk, hogy
3-(S4 + SB> + SC*)=a® +b> +¢7,

ez pedig ekvivalens a bizonyitando allitassal. (2 pont)

Osszesen: 10 pont



3. feladat

Oldja meg a valds szamok halmazan a kovetkezd egyenldséget, ha p (pozitiv) primszam:

2
log (%;—5.»+B]21
p+6—p2

10 pont

Megoldas:

Mivel p pozitiv szam, és a logaritmus alapszama csak pozitiv szam lehet, ezért sziikséges,
hogy
(1) p+6-—p>>0
legyen
Az (1) egyenldtlenség mas alakban:
pi—-p-6<0,
azaz

2) (p+2)-(p-3)<0 (2 pont)

A feltételek miatt (2) ugy teljesiilhet, ha p<3, ez pedig azt jelenti, hogy csak p=2

lehetséges.

Ekkor a logaritmus alapszama % ) (1 pont)

A logaritmus értelmezése miatt

2

%;—5x+13>0,
amelybdl
(3) x> —10x+26>0
kovetkezik.

(3) minden valos x-re teljesiil, mert a bal oldalon szerepld masodfoku kifejezés

diszkriminansa negativ. (1 pont)



Az eredeti egyenlOtlenség a fentiek alapjan a kovetkezd alakba irhat6:

2
() log | = —5x+13|> log, - (1 pont)
2\ 2 22
(4) két oldalan a logaritmus kifejezések alapszama 1-nél kisebb pozitiv szam, ezért
2
X sxr13sl,
2 2
illetve
(5) x> —10x+25<0 (2 pont)
Az (5) bal oldala teljes négyzet, vagyis
(6) (x-5)* <0.
(6) Csak ugy lehetséges, ha x=5. (1 pont)
A kiindul6 egyenlétlenség egyetlen megoldésa tehat a p=2 primszam esetén adodo
x=5 valds szam.
Ellendrizhetd, hogy ez valéban megoldas, ekkor az egyenldtlenségben az egyenldség
esete all fenn. (2 pont)

Osszesen: 10 pont



4. feladat

Az ABC haromszog egyik oldalat két, a masik oldalat hdrom, a harmadik oldalat négy
egyenld részre osztottuk. Az osztépontok rendre: az AB oldalon P, a BC oldalon Q; és Q,, a
CA oldalon R, R, Rs.

Tekintsiik az 6sszes olyan haromszoget, amelynek mindharom csucsa kiilonb6z6 oldalon
levé osztopont. Melyik haromszognek legkisebb a teriilete?

10 pont
Megoldas:

Jeloléseink az abran lathatok.

A lehetséges haromszogek mindegyikének csicsa a P pont és a feltételek alapjan
nyilvanvalo, hogy Osszesen hat haromszog teriiletét kell megallapitani, még pedig: PO,R;,

PQ]RZ B PQ1R3 B PQgR]H PQ2R2 és Végul a PQ2R3 héromszt')g. (1 pOIlt)

Mindegyik haromszog teriiletét az ABC haromszog teriiletével fogjuk 6sszehasonlitani.
Az Osszehasonlitasndl felhasznaljuk azt az ismert allitdst, hogy ha két haromszogben
egy-egy oldalhoz tartoz6 magassag egyenld, akkor a haromszogek teriiletének aranya a

szoban forg6 oldalak aranyaval egyezik meg. (1 pont)

Ennek megfeleléen az ABC haromszog PC sulyvonala felezi az ABC haromszog teriiletét,
tovabba a PCR;, PR;R;, PR;R; ¢és PR3A haromszogek teriilete egyenld, mivel a
CR;=R;R,=R;R3=R;RA szakaszokhoz tartoz6 magassaguk kozos.



Az ABC haromszdog teriiletét T-vel jelolve kapjuk, hogy

3Ap3p

1 T =
(1) APR, 49 8
Hasonl6 modon lathato be, hogy PBQ;, PQ;Q; ¢és PQ,C haromszogek teriilete egyenlo,
ezert

11 1
2 Tppy =—-—T=—T.
(2) PBQO, 39 6

A BCR| haromszog teriilete T-nek % része, mivel a BCR; és az ABC haromszog B

cstcsbol indulé magassaga egyenld és CR, = ZCA .

2
Lathato, hogy a CR;Q; haromszog teriilete 3 része a BCR| haromszog teriiletének, igy

2
(3) TQ,CRlA = g

Az (1)-(2)-(3) osszefliggésekbdl kapjuk, hogy

7
“4) Trpra = QT . (2 pont)

A teriiletek 6sszehasonlitasanak az el6z6ekben alkalmazott modszerét a tovabbiakban is

kovetve:
1 _ 1
TAPRZA = ZT > TPBQIA = ET
illetve (3) alapjan
2
Tocrn =2 Tocra = ET .
Ezzel:
6
(5) Tpora = QT . (1 pont)
Mivel CR;=ARj (ahogy azt a korabbiakban lattuk), ezért
11 1
T =—-—T=-T,
APR3A 4 2 3
3
TQ,CR3A 3 TQICRIA ET
1
T, PBOA — gT >

igy

10



5
(6) Tropa = ﬂT . (1 pont)

A PQ;R; hdromszog teriiletének T-vel vald 0sszehasonlitasahoz APR;, a PBQ;

¢és a Q,CR; haromszogek tertiletét fejezziik ki:

(1)-bdl kovetkezden: Tippa = %T ,
tovabba (2) alapjan
2
TPBQZA =2 TPBQIA = ET 5

illetve

: 1 1
(3) szerint Thcrn = ETQlcRIA T T),
¢s innen:
(7) T = iT (1 pont)

PORA = ot p

1 2 :
Az el8z8ekben mar megallapitottuk, hogy 7, , = ZT s Tpppn = ET , ¢s az is konnyen

lathato, hogy Tocnn =2 Ty opn = % T,
ezért
(8) Tyonn =T (1 pont)
PO, RyA 24 : p
Végiil
13
TAPR3A = ETAPRIA = EgT = gT 5
2 , 3
TPBQZA = ET, és TQZCRSA = 3'TQZCR1A = ET ,
amibdl pedig:
7
9 T =—T 1 pont

A (4)-(9) pontokban felirt 6sszefliggésbol vilagosan latszik, hogy a feladat feltételeinek
megfeleld legkisebb teriiletli haromszog a PQ;R; és a PQ,R| haromszog, ezek teriileteire
érvényes, hogy

5
TPQ1R3A = TPQZRIA = QT- (1 pont)

Osszesen: 10 pont
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5. feladat

Egy kocka minden csticsdhoz irjuk oda az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 szdmok valamelyikét ugy,
hogy a testatlok végpontjaiba irt két-két szadm Osszege ugyanannyi legyen. (A kocka
csucsainak minden egyes megjeldlésénél mind a nyolc szamot fel kell hasznélnunk.)
Héanyféleképpen jelolhetjik meg az eldbb ismertetett modon a kocka csucsait, ha az
elforgatassal egymasba atvihetd eseteket nem tekintjiik kiilonbozonek?

10 pont
Megoldas:

A kockanak négy testatloja van, igy az egyes testatlok két csiicspontjaban allé szamok
Osszegének

1+2+3+4+54+6+7+8
4

=9 -nek kell lennie (2 pont)

Mivel az elforgatassal egymdsba atvihetd eseteket nem tekintjiik kiilonb6zonek, ezért
rogzithetjiik a kocka valamelyik cstcsanal, példaul az 1-et. A vele szomszédos cstucsokat
lapatlok kotik dssze, tehat a (2;7), a (3;6) és a (4;5) szamparokbol tetszolegesen valaszthatunk
ezekre a helyekre egy-egy szdmot. Az igy kivalasztott szamok mar egyértelmiien meg fogjak

hatarozni mind a nyolc szam helyét. (2 pont)

Az elébb emlitett kivalasztasra minden parban két lehetdséglink van (a tobbi kivalasztastol
fiiggetlentil), ezért

2.2.2 =8 féleképpen
valaszthatjuk ki az 1-gyel megjelolt cstics szomszédos csucsaiban a szamokat.

(2 pont)
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Az 1-gyel megjelodlt F csticsbdl induld testatld koriili 120° —os elforgatds onmagéba viszi at a
kockat, hiszen a BGE haromszog a kocka lapatloibol allo szabalyos haromszog, amelynek

kozéppontja az FD tetatlo és a BGE sikjanak P metszéspontja. (1. dbra)
H G

1.4bra
Ezért egy kivalasztott szomszédos szdmharmasnal csak két kiilonb6zd esetet kapunk,
amelyekben ellenkez6 a koriiljaras iranya. Ennek egyik lehetséges modjat szemlélteti

a 2. abra.

@ oo 5

- o

fgy a feladatban megadott feltételek mellett Gsszesen 8-2 = 16 féleképpen irhatjuk a kocka

2. ébra
(2 pont)

csucsaihoz a szdmokat. (2 pont)

Osszesen: 10 pont
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