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Ertékelési és Vizsgakozpont

A 2005-2006. tanévi matematika OKTYV 1. kategoria

elso (iskolai) forduldjanak feladatai
1. feladat

Melyek azok az a,b,c egész szdmok, amelyekre teljesiil az alabbi egyenldség?
a-b+b-c+c-a=a+b+c+a-b-c
Megoldas:
A feladatbeli egyenletbdl ekvivalens atalakitasok sordn a kovetkezdket kapjuk:
a-(b-)+c-(b-1)=b—-a-c+a-b-c,

illetve
b-1-(a+c)=b+a-c-(b-1),
végiil
(1) (b-1)-(a+c—a-c)=>b (2 pont)

vegyiink el (1) mindkét oldalaboll-et, igy
b-1)-(a+c—a-c)—-1=b—-1,
amelybdl kovetkezik, hogy

(2) b--(a+c—a-c-1)=1

(2) bal oldala harom tényez6 szorzatara bonthato:

3) b-D-(a-1)-(0-¢)=1 (2 pont)
Mivel a,b,c,e Z, ezért a-1,b-1 és 1-c is egész szamok (1 pont)

A (3) egyenlet kétféleképpen teljesiilhet:

- mindharom bal oldali zardjeles kifejezés értéke 1,
ekkor a=2, b=2, c=0. (2 pont)

- A hérom bal oldali kifejezés koziil kettd (-1)-gyel egyenld,
a harmadik értéke 1.
Ebben az esetben,

ha a-1=-1, b-1=-1 és 1-c=1, akkor a=b=c=0.
ha a-1=-1, b-1=1 és 1-c=-1, akkor a=0, b=2, c=2.
végiil, ha a-1=1, b-1=-1 és 1-c=-1, akkor a=2, b=0, c=2. (2 pont)

A feladat megoldasa tehat az a=b=c=0 szdmhérmas, valamint az

a=2, b=2, ¢c=0 szdmharmas ¢s annak 0sszes permutacidja, vagyis

Osszesen négy megoldas van.

A megoldasok helyességét ellendrizhetjiik behelyettesitéssel is. (I1pont)
Osszesen: 10 pont



2. feladat

Oldja meg a valds szamok halmazan az
x*=3.x7+3-x+1=0
egyenletet!

Megoldas:

Nyilvanval6, hogy az x=0 nem gydke az egyenletnek, hiszen akkor
az egyenlet két oldalanak értéke kiillonb6zo. (1 pont)

Osszuk el ezért az egyenlet mindkét oldalat x*-tel! Ekkor a kiinduld
egyenlettel ekvivalens

x’ —3-x+i+%:0,majda2
X Xx

(1) x2+%—3-(x—l):0 (2 pont)
X X
egyenletet kapjuk.

Helyettesitsiik az x 1 kifejezést a-val, ezzel x* + Lz =a’+2
X X
fgy (1) a kovetkezé alaku lesz:
(2) a’*-3-a+2=0. (3 pont)
a (2) egyenlet megoldésai: a;=1 és a,=2. (1 pont)

1 .
ha x ——=1, akkor az ebbél adodo x*-x-1=0 egyenlet gydkei:

X
1+\/§ 1—\/§
2

és x, = 1 pont
2 > (1 pont)

X, =

Ha pedig x — 1 =2, akkor az innen szarmazé x>-2x-1=0 egyenlet
megoldasai: ’
x3=1+\/§és x4=1—\/§ (1 pont)
atalakitasaink ekvivalensek voltak, tehat a valos szamok valdoban
gyokei az eredeti egyenletnek. (1 pont)

Osszesen: (10 pont)
3. feladat

Az ABC haromsz6g BC, CA ¢és AB oldalain vegyik fel rendre
a D,E,F pontokat uigy, hogy teljesiiljon a

BD CE AF 1
DC EA FB 3

egyenldség!
Jelolje az ABC haromszdg kertiiletét k, a DEF haromszog keriiletét k;! Bizonyitsa be,

hogy k, <%k !



Megoldas:

Jeloléseink az abran lathatok, a D,G és E,H valamint az F,K pontok a megfelel6 oldalak
negyedeld pontjai.

A F K B

A BC=a, CA=b, AB=c jeldléssel, a parhuzamos szelok tételének megforditasa alapjan
belathatd, hogy FH parhuzamos BC-vel, DK parhuzamos CA-val és EG parhuzamos
AB-vel, tovabba

a b c
1 FH =—; DK =—; EG=—. 3 pont
) 1 1 1 (3 pont)
Ugyanakkor nyilvanvald, hogy
a b c

2 DG =—; EH =—; FK =—. 1 pont
() 5 5 5 (1 pont)
Felhasznalva az (1) és (2) pontbeli eredményeinket, a DGE, EHF és FKD
haromszogekre felirhatjuk a haromszog egyenldtlenségeket:

a c
3 —+—>DE
@) 2 4
4) 2 + a. EF

2 4
3) <yl (3 pont)

2 4 P
Osszeadva (3)-(4)-(5) megfeleld oldalait, megkapjuk:

%(a+b+c)>DE+EF+FD,

3

azaz 2 k >k, (3 pont)

ezzel éllitasunkat bizonyitottuk.

Osszesen: 10 pont



4. feladat

Legyen az ABC haromszogben az A cstcsbdl huzott magassdgvonal és a BC oldal
metszéspontja D, A B pontbol indul6 belsé szogfelezd és az AC oldal metszéspontja E.
Mekkora az EDC sz6g nagysdga, ha AEB/=45°?

Megoldas:

Jeloléseink az abran lathatok, az F pont az E pontban az AC oldalra rajzolt merdleges
egyenes €s a BC oldal metszéspontja.

1. abra

Mivel AEB/=45°, azért, BEF /=45 hiszen EF merdleges AC-re. (1 pont)
Ebbdl kovetkezik, hogy a BAE haromszog egybevagd a BFE harom-

szoggel, mert a kozos BE oldalon egyenld szogek vannak. Eszerint:

(D) AE=FE (2 pont)
Vegyiik figyelembe, hogy az AEFD négyszog E illetve D csticsanal

egymassal szemben levd szogek derékszogek, igy az AEFD négyszog

harnégyszog.

Az AEFD hurnégyszogben AE ¢és FE hurokhoz (1) szerint egyenld

nagysagu kertileti szogek tartoznak, mégpedig:

2) ADE/=EDF /= ADFZ =45°. (3 pont)

(2)-bdl rogton kovetkezik, hogy

EDC/=45° (2 pont)
Ha a D és az F pont egybeesne, akkor az AEFD négyszog helyett az
AED haromszog jonne 1étre (2.4bra)

D=F

45°N] °
E

2.abra

A BAE ¢s a BFE haromszogek most is egybevagok. Ezért (1) ismét teljesiil.
Mivel BEF/=45° ezért az AEG és DEG haromszogek két-két oldal és DEG
haromszogek két-két oldal és a kozbezart szogek egyenldsége miatt egybevagok. Ekkor

4



azonban AGE/= EGD/= BGD/= 90°lenne, vagyis a BGD haromszogben két
derékszog jonne létre. Ez nyilvan nem lehetséges, ezért a D és az F pont nem eshet

egybe.
A feltételeknek megfeleld szog tehat: EDC/=45° (2 pont)
Osszesen: 10 pont
5. feladat

Legfeljebb hany haromszog teljesiti az alabbi feltételek mindegyikét:
- tompaszogliek,
- oldalaik hossza centiméterben mérve egész szam,
- oldalaik hossza centiméterben mérve egy ndvekvd szamtani sorozat harom
egymast koveto tagja,
- koziiliik semelyik ketté nem egybevagd?
Fejezze ki a haromszogek szamat a szamtani sorozat kiilonbségével!

Megoldas:

Jeloljiik a szdmtani sorozat kiilonbségét d-vel, a haromszog oldalait a,b,c-vel.
Feltehetjiik, hogy a<b<c, egyenldsé¢g nem lehetséges, mert d>0.

Ekkor:

(1) a=b-d és c=b+d.

Az oldalak centiméterben mérve egész szamok, igy d is pozitiv egész szam. (1 pont)
Mivel mindegyik haromszog tompaszogl, azért (a szokasos jelolésekkel) a

koszinusztételbol:
2 2 2
cosy = a tb et <0, ahonnan:
2-a-b
2) a*+b’<c® kovetkezik. (2 pont)

(1) és (2) osszevetésébdl kapjuk, hogy
(b-d) *+b’<(b+d)’,
amelybdl a rendezés utan:

3) b-(b—4-d)<0 adodik. (1 pont)
(3) bal oldalan egy olyan, b-ben masodfoku polinom &ll, amelynek

zérushelyei 0 és 4d. (1 pont)
Ezért figyelembe véve, hogy 4d>0

4) 0<b<4d. (1 pont)

A haromszog-egyenlétlenség miatt a+b>c, azaz
b-d-+b>b+d, ebbdl

(5) b>2d. (1 pont)
(4) és (5) egyiittesen azt jelentik, hogy

(6) 2d<b<4d (b,deN") (1 pont)
(6) szerint b lehetséges értékei a kovetkezok:

(7) 2d+1; 2d+2;... 4d-2; 4d-1.

(7)-nek pontosan 2d-1 darab haromszog felel meg. Mivel ezek a hosszisagukat tekintve
a k6z¢épso oldalukban kiilonboznek, ezért nincs kozottiik két egybevago.

A keresett haromszogek szama tehat 2d-1. (2 pont)
Osszesen: 10 pont



6. feladat

A valés szamok halmazan értelmezett méasodfoku f(x) fliggvény minden x szdmra eleget
tesz a

3 () + f2-x)=x
egyenldségnek.
Hény olyan, 2005-nél nem nagyobb x természetes szam van, amelyre igaz, hogy

13
f(X)>T ?

Megoldas:
Mivel az f(x) fiiggvényre minden valds szamra teljesiil, hogy

3. f(x)+ f(2—x)=x" ,azért annak is teljesiilnie kell, hogy
3-f2-x)+ f[2-(2-x)]=(2-x)*, azaz

() 3-fQ-x)+f(x)=4—-4-x+x". (2 pont)
A3 f(x)+ f(2-x)=x" feltételbsl
2) 9-f(x)+3-f(2-x)=3-x" is kdvetkezik (1 pont)
(2) és (1) megfeleld oldalait egyméasbol kivonva:
8 f(x)=2-x"+4-x-4,azaz

® fo=22

ezzel eléallitottuk f(x)-et x fliggvényeként. (2 pont)

Megvizsgaljuk, hogy milyen x szdmokra igaz, hogy f(x)> % .

2
Ekkor az LJ{XZ > ? , illetve

az ebbél kovetkezé x*+2x-15>0 egyenlétlenséget kell megoldanunk.

Az x*+2x-15=0 egyenlet gyokei x;=-5 és x,=3, ezért az x*+2x-15>0
egyenldtlenség megoldasai:
4) x<-5 vagy x>3. (2 pont)

A feladatban azoknak a 2005-nél nem nagyobb x természetes szamok halmazat kell

megadnunk, amelyekre f(x)> % .

Ez azt jelenti, hogy a
3<x<2005

egyenldtlenségeket kielégitd természetes szamok szamat kell megallapitanunk.

Ezek a szamok a kovetkezok:
4,5,6,7,...,2004,2005,

Szamuk éppen 2002. (2 pont)
A feladat feltételeinek megfeleld természetes szamok szama 2002. (1 pont)

Osszesen: 10 pont



