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2005-2006. tanévi masodik forduldjanak feladatmegoldasai
matematikabdl, a II. kategéria szamara

1. Oldja meg a kovetkezo egyenlétlenséget, ha > 0:

2 sin z—cos (2x) < =

Z .
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Megoldas: Az egyenlétlenség jobb oldaldn 21 all. Ha x = 1, akkor az egyenlStlenség
mindkét oldaldn 1 all, azaz egyenl6ség van. Tehat az x = 1 nem megoldas. 1 pont
Ha 0 < x < 1, akkor a kitevok kozott a kovetkezo relacionak kell teljestilnie:

2sinz — cos (2x) > —1.
Mindkét oldalhoz hozzdadunk 1-et és alkalmazzuk az 1 — cos (2z) = 2sin® z azonossagot:
2sinx + 2sin®z = 2sinz(1 +sinz) > 0.

Mivel 0 < z < 1, ezért sinx pozitiv és igy az egyenlGtlenség a vizsgalt tartomany minden
x értékénél teljestil. 3 pont

Ha 1 < z, akkor a kitevoket vizsgalva a relacios jel iranya mas, iménti atalakitasainkat
hasznalva a megoldandé egyenlétlenség:

2sinz(1l +sinx) < 0.

A bal oldalon taldlhato szorzatban az 1 + sin x tényezd soha nem lehet negativ, 0 is csak
akkor lehet, ha sinx = —1. Az egyenl6tlenség tehat akkor teljestil, ha sinz negativ, de
nem —1. Ekkor a megoldas

2k—Dr<z<(2k—0,5)r ke NT; (20—-0,5)r<x<2m leNT.
Osszefoglalva, a megfelels = értékek:
0<z<l; (2k—1)m <z < (2k—0,5)7 ke NT; (20-0,5)r <x <2lr 1€ NT.

. 3 pont
Osszesen: 7 pont

2. A valds szamokon értelmezett f(z) = ax® — bz + ¢ masodfoku fiiggvény a egyiitt-
hatéjara 1 > |a| # 0 teljesiil. Bizonyitsuk be, hogy ha f(a) = —b és f(b) = —a, akkor
le| < 3.



Megoldas: Mivel f(a) = —b és f(b) = —a, a fliggvényt definidlé kifejezésbe helyet-
tesitve a kovetkezot kapjuk:

(1) a® —ab+c= —b, (2) ab* = bv* + ¢ = —a.
Vegyiik (1) és (2) megfelel$ oldalainak kiilonbségét, majd alakitsunk szorzatté:
a(a® —b*) +b(b—a) =a— b,
(a—b)(a®>+ab—b—1) =0,

(3) (a—=b)(a—1)(a+b+1)=0.

4 pont
Most vegyiik sorra a (3)-ban kapott szorzat bal oldalan &ll6 tényezoket, mikor lesz
értékiik 0.
Ha a — b= 0, akkor (1) alapjan a® — a® + a = —c. Mivel 1 > |al, ezért

3> |a®| + |a®| + la] > |c].

Ha a—1 =0, akkor a = 1, de ez a feladat feltételei szerint nem lehet. Egyébként a = 1
esetén (1) alapjdn ¢ = —1 és igy |c| < 3.
Ha a+b+1 = 0, akkor ebb8l b = —1—a adddik, ezt (1)-be helyettesitve a®*+a*—1 = —c.
Mivel 1 > |al, ezért
3> |a®| + |a®| + 1> ||

. 3 pont
Osszesen: 7 pont

3. Az ABCD konvex négyszoghben ABD/ = ACD/. Legyenek a BC és AD élek
felezopontjai rendre F és F. Az AC és BD atlok metszéspontjanak az AB és C'D oldal-
egyenesekre es6 merdleges vetiiletei G és H.

[gazoljuk, hogy az F'F és GH egyenesek egymasra merolegesek.

Megoldas: Legyen az ABCD négyszog atléinak metszéspontja M, az M B és MC
szakaszok felezépontjai rendre By és Cy. A feladat szovege szerint ABD/ = ACD/,
legyen p = GBM/ = HCM/.

Mivel M C Thalesz korének kozéppontja C] és ezen a koron rajta van H, ezért HC| =
MCy = CCy. A HC,C egyenl6szari haromszog C1-nél levo kiilso szoge HCY M /[ = 2¢.

Ugyanigy M B Thalesz korének kozéppontja By és ezen a koron rajta van G, ezért
B1G = M By, = BB,. A GB; B egyenlészaru haromszog By-nél levo kiilso szoge GBI M / =
2¢. 2 pont



Az M BC héaromszogben C1E és By E kozépvonalak, EB; = MC, és C1E = MB;.
M B, EC| paralelogramma, szemkozti szogei egyenlok, MC1E/ = MBE/ = 0.

Most megmutatjuk, hogy HC1 E és EB1G egybevagd haromszogek. Két oldaluk ugya-
nolyan hosszi: HC| = E By, hiszen mindketto egyenlé M C; tovabba C1 E = B;G, hiszen
mindketté egyenlé M B;. Az emlitett egybevagd haromszogekben a vizsgélt oldalparok
altal bezart szog ugyanakkora:

3 pont

Az egybevagd HC1E és EB,G haromszogekben HE = GE, ezért E rajta van HG
felezé merdlegesén.

DMC és AM B hasonl6 haromszogek, DMC/ = AM B/ csticsszogek, a feladat szovege
szerint pedig ABD/ = ACD/. Ezért BDC/ = BAC/. Innentdl kezdve a fenti gondol-
atmenethez hasonlé modon kapjuk, hogy HF = GF és igy F is rajta van HG felezo
merolegesén. A bizonyitando allitasnédl egy kicsit tobbet is belattunk, E'F merdleges
HG-re és felezi is azt.

1 pont

Az abran ABD/ és BAC'/ hegyesszog. llyenkor G és H az AB és CD szakaszok
bels6 pontja. Abban az esetben, ha a két szog valamelyike tompaszog, G és H nem lesz
belsé pontja az AB és C'D oldalaknak, de a fent kozolt gondolatmenetiink valtozatlanul
miikédik. Amennyiben az emlitett két szog kozil valamelyik derékszog, példaul ABD/,
akkor AD Thalesz korén van rajta B és C'. Ekkor G és H megegyezik B-vel és C-vel.
Ebben az esetben F'E a Thalesz kor egy atmérdje, ami athalad GH, azaz a BC hur
felezOpontjan, ezért éppen a hur felezomerolegese.

. 1 pont
Osszesen: 7 pont



4. Az a, b, ¢ és d egészek olyanok, hogy az ac, bc + ad, bd mindegyike oszthato az n
egésszel.

Bizonyitsuk be, hogy ekkor a bc+ ad 0sszeg tagjai kiilon-kiilon is oszthatok n-nel, azaz
n|bc és njad.

Megoldas: A feladat szovege szerint 1éteznek olyan r, s és t egészek, amelyekre
(1) ac=nr, (2) bc+ ad = ns, (3) bd =nt.

Emeljiik négyzetre (2) mindkét oldalat, és mindkét oldalon vonjuk ki beldle (1) és (3)
megfelel6 oldalai szorzatanak 4 szeresét:

(be + ad)?® — 4 - ac - bd = n*(s* — 4rt)

A bal oldalon teljes négyzet all. Osztunk n?-tel és a kovetkezdét kapjuk:

(4)

(bc—ad

2
> = 2 — 4rt.
n

Mivel (4) jobb oldala egész, ezért a bal oldal is, azaz n osztéja be — ad-nek, 1étezik olyan
q egész, amelyre:

(5) bc — ad = ng.

4 pont
Adjuk &ssze, illetve vonjuk ki (2) és (5) megfelel6 oldalait:

(6) 2bc=n(s+q), (7) 2ad =n(s—q).

A most kapott két egyenlet megfelelé oldalainak szorzata ugyanaz, mint (1) és (3)
megfelel6 oldalai szorzatdnak 4 szerese:

(8) 4abed = 4n’rt = n?(s* — ¢%).

s+ q és s — q azonos paritdsi, ugyanis osszegiik 2s, ami paros. (8) alapjan s* — ¢ = 4rt,
tehdt s + ¢ és s — ¢ parosak. Ez viszont (6) és (7) alapjan azt jelenti, hogy bc és ad
kiilon-kiilon is oszthatok n-nel. . 3 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas: Teljes indukciot alkalmazunk. Kezdo 1épés: n = 1 esetén az allitas
nyilvanvaléan igaz. A tovabbiakban n > 1. Indukciés 1épés: tegyiik fel, hogy az allitas
igaz minden n-nél kisebb pozitiv egész esetén, ennek segitségével megmutatjuk, hogy n-re
is igaz. Legyen n egyik prim osztdja p, n = pn;. Mivel pni|ac az éltalanossdg rovasa
nélkiil feltehetjiik, hogy p osztja a-t, a = pa; . 2 pont

Ha p osztja b-t, akkor b = pb;. Ekkor nql|a;c, nq1|bid és nq|bic+ ard. Alkalmazhatjuk az
indukcids feltevést ni-re és az a, by, ¢, d szdmokra: ezek szerint n|bic és nqlayd, amibél
viszont kovetkezik, hogy n|bc és n|ad. 2 pont

Ha p nem osztja b-t, akkor n|bd miatt p|bd, tehat p-nek osztania kell d-t, azaz d = pd;.
Tudjuk, hogy plad, tovabba n|bc + ad miatt plbc 4+ ad. Ezért p|bc, tehat ¢ oszthatd p-vel,



azaz ¢ = pcy. Ekkor nglacy, nylbe; + ady és nylbd;. Most alkalmazhatjuk az indukciés
feltevést ni-re és az a, b, ¢1, dy szdmokra: ezek szerint nq|be; és ny|ad;, amibdl viszont
kovetkezik, hogy n|bc és n|ad. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
. 3 pont
Osszesen: 7 pont



