'OKEV Gimnazium

Orszagos Kozoktatasi
Ertékelési és Vizsgakdzpont

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
2005-2006. tanévi els6 fordulgjanak feladatmegoldasai
matematikabdl, a II. kategéria szamara

1. Két iskola tanuléi miiveltségi vetélkeddn vettek részt. A 100 pontos teszten az elsd
iskola didkjainak atlag pontszama 74, ebbdl a fiiké 71, a lanyoké 76. A masodik iskolaba
jaro diakok atlaga 84 pont, ebbdl a fitiké 81, a lanyoké 90 pont volt. Az 6sszes résztvevd
fin atlaga 79 pont. Mennyi az Osszes résztvevo lany atlaga?

Megoldas: Jelolje az els6 iskolaba jard fiuk és lanyok szamat rendre fi, és [;. A
masodik iskola tanul6i esetében ugyanez fy és ls.
A feladat szovegének 2. 3. és 4. mondata alapjan:

71f + 761, 81fy + 90[y 71f1 +81f,
1) DTN gy gy 2TIR gy gy DLATO2 4
S ® TR Py
3 pont
Alakitsuk at (1)-et: 71f; + 761, = 74(f1 + [1), atrendezve 21, = 3f, azaz
3
(4) ll - §f1
Hasonléképpen kapjuk (2) és (3) alapjén, hogy
1
(5) ly = §f2> Jo=4f1
2 pont
A lédnyok atlagdnak kiszdmitdsa (4) és (5) felhasznaldséval:
76490l _ 76-3f+90-2f1 _ o
li+ 1o Sfhi+2-h ‘
A lanyok atlaga tehat 84. 2 pont

Osszesen: 7 pont

2. (a) Abrézolja az [1, 00) halmazon értelmezett kivetkezd fiiggvényt:

x> V1—20r+a2—\r—Vidr —4

(b) Jellemezze a fiiggvényt a kovetkezd tulajdonsigok szerint:
zérushelyek, értékkészlet,
korlatossag, szélsdértékek,
novekedés-csokkenés, monotonitas.

Megoldas: Mivel x > 1és 1 — 2z + 2% = (v — 1)? ezért
V1—2r+22=+z—1.




1 pont
A fliggvény képletében a kivonandd gyokjele alatt teljes négyzet all, hiszen

t—Vir—4=(r—-1-1)>

2pont
Ha 1 < x < 2, akkor vox — 1 < 1, ekkor a vizsgalandé fiiggvény:
r—Vr—1—-(1-vVz—-1)=2vVz—1-1.
Ha 2 < x, akkor /o — 1 > 1, ekkor a vizsgaland¢ fiiggvény:
r—Vr—1—KWr—-1-1)=1
1 pont
A figgvény zérushelye:
1 5
2vVr—1—-1=0, $—1:§, :1::1.
1 pont
A fentiek alapjan a fiiggvény abréja:
3 -
2 L
1 L
-1 1/ 2 3 4 5 6
-1+
-2t
1 pont

A fliggvény értékkészlete [—1,1]. A fliggvény alulrdl és feliilrél is korlatos, legnagyobb
alsé korlatja a —1, legkisebb fels6 korlatja a 1. A fiiggvény mindkettot fel is veszi. A
fiiggvény minimumhelye az x = 1-nél van, ekkor a fliggvény minimuma —1. A fiiggvény
maximuma az 1, ezt minden 2 < x esetén felveszi.

A fliggvény az értelmezési tartoméanyon monoton nové, a [1, 2] intervallumon szigorian
monoton novo. . 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Egy kocka éleit megszamoztak az 1, 2, ..., 12 szamokkal. Andras kivalaszt két
olyan szamot, amelyekhez tartozé éleknek egy kozos csicsuk van. Ugyanezt teszi téle



fiiggetleniil Béla is. Mekkora a valdszintisége, hogy az Andras altal valasztott éleknek
nincs kozos pontja a Béla altal valasztott élekkel 7

Megoldas: Betiizziik meg a kocka cstcsait az dbra szerint az ABCDEFGH bettikkel
ugy, hogy az Andras altal vélasztott csicsok éppen AB és BC legyenek, jelolje ezt A —
B-C.

H G

A B

(i) Nézziikk meg, mely egymdashoz csatlakozé élparoknak nincs velitk kézos pontja. Az
A, B, C pontokbdl indul6 élet nem valaszthatunk. Az ABC-vel egy lapon levé D csticsbol
indul6 élek koziil tehat csak DH valaszthaté. DH élhez valaszthatjuk a HE és a HG élt.
Tovabbi élparnak nem lehet az A,B,C',D pontokkal kozos pontja. Tehat az élpar mindkét
éle az EFGH lapon van. Ezen négy egymashoz csatlakozo élpar van. Fenti jeloléstinkkel
a hat megfelelo élpar: D—-H—-F, D—-H -G, FE—F -G, F—-G—-H,G—H—F és
H—-FE-F. 3 pont
(ii) Most megszamoljuk, Gsszesen hanyféleképpen vélaszthaté ki két egymashoz csat-
lakoz6 él. Az els6 élet 12 koziil valaszthatjuk ki. Ehhez, a végpontjaibol indulé négy
tovabbi él barmelyikét vehetjiik. Az igy ad6do 12 -4 = 48-nak csak a fele, 24 a megoldas.
Figyelembe vettiik ugyanis a sorrendjiiket és igy minden élpart kétszer szamoltunk.
3 pont
A keresett valdsziniiség az (i)-ben kiszdmolt j6 esetek szdmdanak és az (ii)-ben kiszamolt
Osszes eset szamanak aranya, ami i. 1 pont
Osszesen: 7 pont.

4. Az ABC hegyesszogli haromszog A, B, C csucsaibdl indulé magassdgok talppontjai
rendre Ay, By, (1. A hiaromszog magassagpontja M, a BM szakasz felezopontja F. A
C1F egyenes a BC oldalt ()-ban, az A, B; egyenes a C'C-et S-ben metszi.

Bizonyitsuk be, hogy Q.S mercleges AC-re.

Megoldas:  BMCi/ = BAC/ = «, mivel merdleges szdru hegyesszogek. BM
Thalesz korén rajta van C7, ennek a kornek kézéppontja F. Igy MF = FC és ezért

AB Thalesz korén rajta van By és Ay, tehat ABA; By hurnégyszog. Ebben az A;-nél levo
S70g:

(2) BAlBll = 1800 —



Az (1) és (2) Osszefliggések miat QA SCy hurnégyszog, mivel a szemkozti A; és C)
csucsoknal levo szogeik Osszege éppen 180°. 4 pont
Ezen hirnégyszog koréirt korében az A;S ivhez tartozo keriileti szogek egyenldk, ezért
A1QS/ = AC1S/. Ez utobbi szog az AC Thalesz korén levo A;C-hez tartozd keriileti
szog és ezért A;C1S/. = AC1CL = A{AC /. =90° — v, ahol v = ACB/.
Azt kaptuk, hogy A1QS/ = 90° — ~, tehat az SQ, AC és QC' egyenesek derékszogi
haromszoget alkotnak, azaz Q.S merdleges AC-re. . 3 pont
Osszesen: 7 pont.
Amennyiben a versenyzé nem oldja meg a feladatot, de gondosan elkészitett, helyes
abrat készit, ezért 1 pontot kap. Tovabbi, osszesen 1 pontot kaphat elemi észrevételekért
(pl ABA;B; hurnégyszog, AB1MC, hirnégyszog, az ezekbdl adédé szogekre vonatkozo
Osszefliggések).
Koordinatageometriai megoldas esetén: a magassagok talppontjainak meghatarozasaért
a csucsok koordinatdival 1 pont. Az M, F pontok meghatarozasaért tovabbi 1 pont. A
Q@ és S pontok meghatarozasaért 2-2 pont. Annak megmutatasaért, hogy QS meréleges
AC-re 1 pont.

5. Jeldlje f(n) azoknak az n jegyli pozitiv egészeknek a szdmat, amelyekre igaz, hogy
az n szamjegy kozt eléfordul az 1-es és a 2-es szdmjegy is. Bizonyitsuk be, hogy f(n) nem
lehet négyzetszam, ha n > 2.

Megoldas: Legyen A az Osszes n jegyl pozitiv egészek halmaza, ennek elemszama
|A] = 910!, mivel az elsd jegy 9 féle lehet, a tobbi 10 féle. Legyen B az Gsszes n
jegyl pozitiv egészek halmaza, melyekben nincs 1-es, C' melyekben nincs 2-es. Ekkor
|IB| = |C| =8-9""! mivel az els6 jegy 8 féle, a tobbi 9 féle lehet. Nekiink az A\ (BUC)
halmaz elemszamara van sziikséglink. Ez

AN (BUC)| = |A] = [B| = [C]+|(BNC)].



Le kell ugyanis vonnunk az 0sszesbol az 1-est és a 2-est nem tartalmazokat. Igy kétszer
vontuk le azokat a szdmokat, melyekben nincs se 1-es, se 2-es. Ezek alkotjak a B N C
halmazt, melynek elemszdma |B N C| = T7-8""'. Ezt hozz4 kell adni. Tehét f(n) értéke :

Ffn)=9-10""1—8.9"1 —g.gnL { 7.8"L

3 pont

Példdul n = 2 esetén képletiinkbél f(2) = 2 adédik. A két megfelel szdm a 12
és a 21. A kovetkezd néhany érték egyike sem négyzetszam, ez latszik a primtényezos
felbontdsukbol: f(3) = 52 = 2213, f(4) =920 =23-5.23, f(5) = 13696 = 27 - 107.

A 3-as maradékot tekintve f(n) maradéka megegyezik 7 - 8! maradékéval. Ha n
péros, akkor ez 2. Négyzetszam 3-as maradéka viszont nem lehet 2. Igy f(6) sem lehet
négyzetszam, hiszen n = 6 péros. 1 pont

Ha n > 7, akkor

9. 10! 7.8
-1 Y o Yt )
f(n) 6 < T 9" + 16 >

Mivel a 16 négyzetszam és a zaréjelben all6 szam egész, f(n) csak akkor lehetne négyzetszam,
ha a zardjeles kifejezés maga is négyzetszam lenne. Vizsgaljuk a 4-es maradékot! A két
tort szamlaldja legaldbb 26-nal oszthatd, a 16-tal vald osztds utdn is 4-gyel oszthaték ma-
radnak. A 97! 4-es maradéka 1, igy a zdrdjelben 4k — 1 alaki szam all, ami nem lehet
négyzetszam. ) 3 pont
Osszesen: 7 pont.



