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A donto feladatainak megoldasai

1. feladat.
Bizonyitsuk be, hogy barmely H haromszighoz talalhaté olyan e egyenes, hogy H-nak
az e-re vonatkoz6 tiikkorképe H teriiletének tobb, mint a 3/4 részét lefedi.

Megoldas: Hasznaljuk az abra jeloléseit. Legyenek H oldalai a > b > ¢, és tiikrozziik
H-t a C-bdl indulo f. = CK szogfelezére. Ekkor H-nak és a tlikorképének a kozos része
a D= ACA'K deltoid, ahol A’ az A tiikérképe. Ekkor a teriiletekre

tD_2'tACK_ AC - AK -sina _2-AK_ 2b

tu  tw  (1/2)-AC-AB-sina  AB  a+b
(az utolso lépésben azt hasznaltuk fel, hogy a szogfelezé a mellette fekvé oldalak aranyaban
osztja a szemkozti oldalt).

2
Igy az f, szogfelez6 megfelel e-nek, ha . _f_) A

Ha b < 3a/5, akkor a haromszog-egyenlGtlenség miatt ¢ > 2a/5, tehat ¢ > 2b/3 >
3b/5. Ekkor a fentieket az A-bdl induld f, szogfelezére alkalmazva kapjuk, hogy e = f,
teljesiti a feladat kévetelményét.

> 3—, azaz b > 3a/5.

C

Megjegyzés: A gondolatmenet alapjan a 3/4 helyett erésebb becslést is adhatunk: a 3/4
helyett a v szamra is igaz az allitas, ha 2b/(a + b) > v és 2¢/(b + ¢) > v koziil legalabb az
egyik teljesiil, azaz ha (*) b > av/(2 — v) vagy (**) ¢ > bv/(2 —v). Ha (*) nem igaz, azaz
b < av/(2 — v), akkor a haromszog-egyenlGtlenség miatt ¢ > a(2 — 2v)/(2 — v), tehat

c_a2-2v)/2-v) 2-2v

b av/(2-v) v
fgy (**)-hoz elég, ha 2=

v o T 2-=vw

teljesiil. Igy a lehets legjobb érték v = 3—+/5 = 0,7639... Az is viligos a fentickbél, hogy
szogfelezore tiikrozéssel ez a becslés nem javithato.

, azaz v —6v+4 > 0, ami (v <1 miatt) v < 3—+/b-re
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2. feladat.

Jelolje p; az i-edik primszamot, és legyen Qr = p1 - p2 - ... pk. (Tehat pl. Q4 =
2-3-5-7 = 210.) Igazoljuk, hogy az 1,2,...,Qx szamok kozstt pontosan Q/2 darab
olyan van, amely a py,...,pr koziil paratlan sokkal oszthato.

Elsé megoldas: Csak annyit fogunk kihasznélni, hogy p; = 2 és a tobbi p; (egymaéastol
kiilonbo6z6, pozitiv) péaratlan szam. Legyen Ty = pg - ... pi (illetve T3 = 1), ami a
feltételiink szerint paratlan, és ekkor Qr = 2T%.

A feladat igazolasdhoz az 1,2,...,Qk szimokat olyan parokba fogjuk csoportositani,
amelyek egyik eleme péros sok, méasik eleme pedig péaratlan sok p;-vel oszthatd, Legyenek
a parok c és ¢+ Ty, ahol 1 < ¢ < T}. A ¢ és ¢+ T} koziil az egyik oszthatd 2-vel, a
mésik nem, viszont a pa, ..., pr szdmok koziil pontosan ugyanazokkal oszthatok (hiszen a
kiilonbségiik Ty = p2-... pk). Ez azt jelenti, hogy ¢ és ¢+ T}, a feladat szempontjabol csak
a p; = 2-vel val6 oszthatésdgban tér el, és igy az egyikiik paros sok, a mésikuk péaratlan
sok p;-vel oszthato.

Masodik megoldas: Ebben a megoldasban azt hasznaljuk ki, hogy p; = 2 és a p;-k pé-
ronként relativ primek (i = 1,2,...). Nevezziink egy szamot ,k-szép”™nek, ha a p1,...,px
koziil paros sok osztoja van. Teljes indukcioval bizonyitunk k szerint. A k = 1 eset nyil-
vanval6. Tegyiik most fel, hogy az allitas igaz k — 1-re, vagyis az 1,2,...,Qr—1 szamoknak
pontosan a fele k — 1-szép.

Mivel az 1,2,...,Qr = pxQr-1 szamok Osszesen py darab teljes maradékrendszert
alkotnak mod Qj_1, tehat ezeknek is pontosan a fele k — 1-szép. Osszuk ezt a Q) darab
szamot két csoportba: az elsé csoportban a pg-val oszthaté szamok legyenek, a méasodikban
a tobbiek. A mésodik csoportban egy szam akkor és csak akkor k — 1-szép, ha k-szép, az
els6ben viszont egy szam akkor és csak akkor akkor k-szép, ha nem k — 1-szép. Belatjuk,
hogy az els6 csoportban lévé szamoknak pontosan a fele k — 1-szép. Ezzel készen lesziink,
mert akkor a maéasodik csoportban lévé szamoknak is a fele £ — 1-szép, és igy mindkét
csoportban a szamok fele lesz k-szép.

Az els6 csoport szamai v = spg, ahol 1 < ¢ < Qr—1. Legyen 1 < ¢ < k — 1. Mivel
(piypk) = 1, ezért p; | v <= p; | s. Ezért v akkor és csak akkor k — 1-szép, ha az s szam
k — 1-szép. Az indukcids feltevés alapjan az s-eknek a fele k — 1-szép, ezért a v-knek is
pontosan a fele k — 1-szép.

Harmadik megoldas: A méasodik megoldashoz hasonléan most is azt hasznaljuk ki, hogy
p1 = 2 és a p;-k paronként relativ primek (i = 1,2,...).
Tekintsiik az

k
S=Qk—22%+22 Z ﬁ_gi% Z @
i=1 ¢

1<icj<k PiPi 1<i<jer<k PiPiPr

Osszeget, azaz az 1,2,...,Q egészek szamabol vonjuk le minden i-re a p;-vel oszthatok
szamanak a duplajat, majd adjuk hozza minden ¢ < j péarra a p;-vel és p;-vel is oszthatok
szamanak négyszeresét stb.
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Vegyiink egy 1 < x < @k szamot, amely a p;, ..., pr kozil pontosan m-mel oszthato,
és nézziik meg, hanyszor szamoltuk meg z-et S-ben. Az eredmény nyilvan

1—2m+22("'§) —23(2:) o= (1—-2)"

azaz 1, ha m péros, és —1, ha m péaratlan. A feladat allitasahoz igy azt kell belatni, hogy

k
2
S = 0. Ez pedig azért igaz, mert S atirhaté S = Qy H (1 - E—) alakba, és igy p; = 2
i=1 v
miatt ez a szorzat 0.

3. feladat.
Adottak az n és k pozitiv egészek, ahol n > k + 2. Legyenek tovabbé az n elemi H
halmaznak Ai,..., A,, olyan k elemi részhalmazai, hogy

(1) H minden egyelemi részhalmaza el6all néhany A; metszeteként; de
(2) az A;-k koziil barmelyiket elhagyva (1) mar nem teljesiil.

(a) Mutassuk meg, hogy m < kn.

(b) Lassuk be, hogy az A;-k alkalmas megvalasztasdval m > kn — k? elérhet6.

Megoldas: (a) Vegylink egy tetszleges 2 € H elemet, és tekintsiik azokat az A,-eket,
amelyek metszeteként {z} el6all. Az egyszeriibb jelolés kedvéért tegyiik fel, hogy ezek

Ay, ..., Ag, és legyen Ay = {z,292,...,2k}. Mivel n A, = {z}, ezért minden 2 < j < k
r=1

esetén z;-hez van olyan 2 < t < s, amelyre 2; ¢ A;. Ekkor {z} el6all ezen As-k és A,

metszeteként is, azaz z-hez legfeljebb k darab részhalmazt elég felhasznalnunk. Mivel ez az

n elemt H tetszGleges elemére igaz, ezért (2) alapjan az A; részhalmazok szdma valoban

legfeljebb nk.

(b) Legyen H = {1,2,...,n}, és a megfelel6 k elemi részhalmazokat képezziik a
kovetkezGképpen: mindegyik tartalmazzon az 1,2,...,k elemek koziil k — 1-et, és a tobbi
elem koziil 1-et, és ezt valositsuk meg minden lehetséges modon; jeldlje 1 < ¢ < k < d < n-
re B, 4 azt a k elemd halmazt, amelynek elemei a c kivételével az 1,2,...,k mindegyike,
valamint a d. Megmutatjuk, hogy az igy kapott k(n — k) darab B, 4 részhalmaz eleget tesz
a feltételeknek.

Az 1,2,...,k, illetve a t6bbi elem szerepe szimmetrikus, igy (1) igazolasédhoz elég
elGallitani az 1-et és az n-et. Nyilvan

k k
{1} = (ﬂ Bc'n) ﬂBg'n_.l és {n} = ﬂ Ben.
=3 e=1

Meg kell még mutatnunk, hogy egyik részhalmaz sem folosleges. Valéban, ha B, g4-t
elhagyjuk, akkor {d} mar nem &ll el6 metszetként, hiszen a d-t tartalmaz6 maradék k — 1
részhalmaz mindegyikének c is eleme lesz.




