Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
2006-2007. tanévi masodik forduldjanak feladatmegoldasai
matematikabdl, a II. kategéria szamara

1. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi 6sszeggel megadott N szam nem prim:

2006
N = ( > n”) +2006%%°7,  azaz N = 1'+2% + 3%+ ... +2005%° 4 20062°°° + 2006°°7.
n=1

Megoldas: Igazolni szeretnénk, hogy N nem prim, ehhez elegendd megtalalni valame-
lyik valédi osztéjat. N 2-vel nem oszthatd, hiszen 1004 paros és 1003 paratlan szam
osszege, tehat paratlan. 1 pont

Nézziik meg 3-mal oszthaté-e. Az Osszeg altaldnos tagja n™ alakid. Ha n harommal
oszthato, akkor n™ is. Ha Gsszeszorzunk két szamot, amelyek harmas maradékai m; és
ms, akkor a szorzatuk harmas maradéka mqms harmas maradéka lesz, hiszen

Ez alapjan ha n harmas maradéka 1, akkor minden pozitiv egész kitevos hatvanya 1
maradékot ad. Ha m harmas maradéka 2, akkor 3k — 1 alakban irhaté. A maradék
szamitasdhoz egyszeriibb, ha azt —1-nek gondoljuk. Ekkor a kitevé paritasan mulik n”
harmas maradéka: ha n paros 1, ha n paratlan —1 lesz a harmas maradék. 2 pont
A 2007 tag koziil 668-nak alapja 3k alaku, ezek Osszege 3-mal oszthatd. 669 esetben
lesz az alap 3k + 1 alaku, ezek Gsszege 669 maradékot ad, ami szintén 3-mal oszthaté.
2 pont
670 esetben lesz az alap 3k — 1 alaki. Az els6 669-nél ezek n™ tipusiak, a kitevok
felvaltva parosak illetve paratlanok, igy felvaltva adnak 1 és —1 maradékot, osszesen 1-et.
Az utolsé tag, a 200627 alapja is 3k — 1 alak, kitevéje paratlan, {gy harmas maradéka
—1. FEzek szerint a most vizsgalt 670 tag Osszege is 3-mal oszthato. Tehat N 3-nal
nagyobb, 3-mal oszthaté szdm, azaz nem prim. . 2 pont
Osszesen: 7 pont

2. Oldjuk meg a kovetkezod egyenletrendszert, ha 0 < x < 27, és 0 < y < 27

(1) cosz + cosy = 1,
3
(2) sinx-siny:—z.

Megoldas: (1)-bél kovetkezik, hogy cosz és cosy negativ nem lehet, mert a koszinusz
1-nél nagyobb nem lehet. cosxz illetve cosy 0 sem lehet, mert ha pl. cosx=0, akkor
cosy=1 és siny=0, igy (2) nem teljesiil. 1 pont

Tehét cosx > 0 és cosy > 0, igy = és y az 1. vagy 4. negyedbe esik. Mivel (2) szerint
szinuszaik el6jele kiilonbozik, ezért ha az x az 1. negyedben van, akkor y a negyedikben,
vagy forditva. Ez a vizsgdlat a végén segitségiinkre lesz a gyokok attekintésénél. 1 pont



Legyen cosz = u, cosy = v. A (2) egyenlet két oldaldt négyzetreemelve az egyenlet-
rendszer igy alakul at:

9
3) uwtv=1l (4 (I-u)l-0)= 16

Atalakitjuk (4)-et:
w?v? — (u® 4+ 0?) + 1 = v*? — ((u +v)? — ZU'U) +1=—.

Mivel u + v = 1 ez uv-re egy masodfoku egyenlet:

9
u?v® 4+ 2uv — — =0, — uv = =
16

2 pont
1
Mivel uv = cosx cosy > 0, ezért uv = cosx cosy = T Ebbe az egyenletbe cos y helyébe

irjuk (1) alapan a cosy = (1 — cosx)-et, majd atrendezziik:

(1 )= ’ L1 A
cos T c0sz) = -, cos"z —cosz + o = | cosz— o | =0.
) . 1
A megoldas tehat a cosz = cosy = 7 2 pont
Figyelembe véve a megoldas elején leirtakat:
s om ot om s
T = = = — illetve To = — =—.
1 3 ) hn 3 ) 2 3 ) Yo 3
Ezek valéban kielégitik az eredeti egyenletrenszert. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Legyenek az A;B,C és Ay Bo(Cs azonos koriiljarasu szabdlyos haromszogek. A sik
egy tetszbleges O pontjabol mérjiik fel a kovetkezo vektorokat:

071 == A2A1, @ = BgBl7 O? — CQCl.
Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszog szabalyos.

Megoldas: Bizonyitasunk soran az abra jeloléseit hasznéljuk. A feladat szerint a
c; vektort a by vektorba, illetve a co vektort a by vektorba A; illetve A, koriili 60°-os
elforgatas viszi at. Azt kell bizonyitanunk, hogy az AC vektort az AB vektorba ugyancsak
60°-os elforgatas viszi. 2 pont



Az AyAi BBy négyszoghol x + by —y — by = 0, az Ay A1C1C5 négyszoghol pedig
X+ c; — 2z — ¢y = 0, ezekbol:

@:z—X:cl—cz E:y—x:bl—bQ.

Mivel c;-et bi-be és co-t by-be 60°-0s elforgatas viszi, ugyanez &ll kiillonbségiikre is, amivel
allitasunkat bebizonyitottuk. . 5 pont
Osszesen: 7 pont

4. Egy szabdlyos 21 oldala sokszog csucsait megszamoztuk sorban a 0, 1, 2, 3, ..., 20
szamokkal. Egy urnaba betettiink 21 lapot, ezeken is a 0, 1, 2, 3, ..., 20 szdmok voltak. Az
urnabol kihtuzunk harom lapot. Mekkora annak a valdszintisége, hogy a lapokon szereplo
szamoknak megfelelé harom cstics hegyesszogli haromszoget alkot?

21
Megoldas: A kivalaszthato haromszogek szama (3) = 1330. 1 pont

Derékszogli nincs koztiik, hiszen a 21 paratlan, tehat nincs két csics, amelyek altal
meghatarozott hur a sokszog koré irt kornek atméroje lenne. Derékszogti haromszog
esetén azonban lenne dtmérd, a Thalesz tétel alapjan. 1 pont

Elegend6 tehat a haromszogek koziil a tompaszogiieket kivalasztani. Tompaszogi a
haromszog, ha nem tartalmazza a koré irt kor kozéppontjat. Legyenek a sokszog csucsai
Ag, A1, Ag, ..., Agg.  Megszamoljuk azokat a tompaszogli haromszogeket, amelyeknek a
leghosszabb oldalanak egyik végpontja Ay. Tekintsiik el6szor az Ag, Ay, ..., Ajg cstcsokat,
ezek egy félkoron vannak. Ha a leghosszabb oldal masik végpontja A;, 1 < ¢ < 11, akkor
a vele szemkozti tompaszogli csics lehet Ay, 0 < k < i. Megszamoljuk ezeket, sorra véve

az AgA; oldalakat:
ApAs i1, ApAs:2, ..., AgAig:9; tehat Osszesen 1-+2+ ...+ 9 =45.

Az Ag-on athaladé szimmetria tengelyre tiikrosen is ugyanennyi van, 6sszesen 90. Mivel
a sokszognek egyetlen csicsa sincs kitiintetett helyzetben, ezért minden csicsra ugyanezt



az értéket kapjuk. Osszegezve 21 -90 adédik. Mivel a leghosszabb oldalnak két végpontja
van, ezért igy a tompaszogii haromszogek szamanak kétszeresét kaptuk. A hegyesszogiliek
szama tehdat: 1330 — (21 - 45) = 385, a keresett valdszintiség

385 11
— = —=0,20.
1330 38 ’
5 pont
Megjegyzés: A fenti mddszert alkalmazva azt kapjuk, hogy a szabalyos 2n + 1 szog
esetén a hegyesszogli haromszogek szama

n(n+1)(2n+1)
6 ;

n-+1
4n — 2

azaz az els6é n négyzetszam Osszege. A valdszinliség pedig . Ez mar viszonylag kis

. 1
csucsszamnal is jol kozeliti az Z—et.

Osszesen: 7 pont



