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MATEMATIKA III. KATEGORIA
(a specidlis tanterv szerint haladé gimnazisték)

Javitasi-értékelési utmutato

Kérjiik a javito tanarokat, hogy a feladatok javitasakor vegyék figyelembe a versenyzsk
szamara kiadott tajékoztatot. Kiilon is felhivjuk szives figyelmiiket arra, hogy minden fel-
adatra csak egy helyes megoldasért jar a megfelel§ pontszam. Kérjiik, hogy a dolgozatokon
konkrétan jelezzék a hibakat és az egyes feladatokra adott pontszamot, a dolgozat kijavitasa
utan pedig toltsék ki a dolgozathoz mellékelt értékels lap rovatait. A dolgozatokat nem
kell osztalyzattal mingsiteni. A pontszamok indokolt esetben bonthatok.

A TII. kategoéridban versenyzé tanulok dolgozatait 12 ponttol kell tovabbkiildeni az
iskolakbol, kozvetleniil az OKTV Matematika III., Oktatasi Hivatal, 1363 Budapest,
Pf. 19. cimre. A feltételeknek megfelels dolgozatok koziil azonban csak azok kiildhetsk
tovabb, amelyek tartalmazzak legalabb két feladat lényegében teljes (5—7 pontos) meg-
oldasat. Tajékoztatdsul megjegyezziik, hogy a versenykiirds alapjan a Versenybizottsag
legfeljebb 50 versenyz&t juttathat be a dontébe.

A pontozasi dtmutatéban nem szereplé més helyes megoldas vagy megoldasrészlet
esetén az aranyos pontszamot sziveskedjenek megadni.

Budapest, 2013. november A versenybizottsag

1. feladat
A P pont végigfut egy kor félkornél rovidebb AB ivén. Legyen P’ a P-vel atellenes pont
a koron. Bizonyitsuk be, hogy AP’ - BP' — AP - BP allando.

Elsé megoldas: Jeldlje d a kor atmérdgjét, a az APP’ szoget, B pedig a BP P’ szbget.
P/

A B
\aéﬁ i ;
p
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Thalész tétele szerint a PAP’ haromszog A-nal, a PBP’ haromszog B-nél derékszogi,
ezért

AP =dsina, BP' =dsinf8, AP =dcosa és BP =dcosf. (3 pont)
Ezekbdl
AP'-BP' — AP - BP = d*(sina sin 8 — cos a cos ) = —d? cos(a + f3)

kovetkezik. (2 pont)

Ez a mennyiség valoban allandd, mert a keriileti szogek tétele alapjan az a4+ [ szo6g nem
fiigg P helyzetétdl az AB iven. (2 pont)

Masodik megoldas: Jelolje p az APB szoget, ¢’ az AP'B szoget, tovabba m és m’ a P,
illetve a P’ pont tavolsagat az AB egyenestdl.

P/

/

2

P

Irjuk fol az ABP és az ABP’ haromszog teriiletét kétféleképpen:

1 1
tAsziAP-BP-singoziAB-m

1 1
tABp/:§AP’~BP’~sing0’:§AB-m’ (3 pont)
Az APBP’' hurnégyszogben ¢ és ¢’ szemkozti szogek, ezért sin o = sin ¢’. Ezt felhasznalva

AB
sin

AP'-BP'— AP-BP = (m' —m). (2 pont)

A ¢ sz6g nem fiigg P-t6l a keriileti szogek tétele miatt. Mivel P és P’ atellenes pontok a
koron, egyenld u tavolsagra vannak az AB-vel parhuzamos atmérstsl. Ezért m = u — v és
m’ = u+ v, ahol v a kozéppont és az AB egyenes tavolsaga. Igy m’ —m = 2v szintén nem
fiigg P-t6l. (2 pont)

OKTYV 2013/2014 2 1. fordulo



Matematika III. kategoria

2. feladat
Hany N pozitiv egészre teljesiil, hogy N/5 egy egész szam hetedik, N/7 pedig egy egész
szam 0todik hatvanya?
Megoldas: Keressiik N-et N = 5"7°v alakban, ahol (v,35) = 1, és hasznaljuk fel, hogy
egy pozitiv egész pontosan akkor k-adik hatviny, ha primtényezds felbontasaban minden
prim kitev6je a k-nak tobbszorose. (1 pont)
Ekkor a feltétel szerint N/5 = 5"~ 1750y primtényezés felbontdsaban minden kitevs oszthato
7-tel, N/7 = 5775y primtényezds felbontasadban pedig minden kitevs oszthaté 5-tel.

(2 pont)
Ez azt jelenti, hogy r = 7Ta +1 = 5b, s = 5c + 1 = 7d, és v felbontasaban minden prim
kitevGje 5-tel és 7-tel is, vagyis 35-tel oszthato, tehat v egy egész szam 35-0dik hatvanya.

(2 pont)
Igy megfelel példaul » = 15, s = 21, v = m?® (ahol m és 35 relativ primek), azaz N =
= 51572m35 tehat végtelen sok N létezik. (2 pont)

Megjegyzések: 1. A feladat megoldasa akkor is teljes értéki, ha a versenyzd megad végtelen
sok N-et (példaul az N = 55721m35 alakii szdmokat) annak részletezése nélkiil, hogy
ezeket hogyan talalta meg, tovabba indokolja, hogy ezek valéban eleget tesznek a feladat
kovetelményeinek.

2. Az is konnyen adodik, hogy az 6sszes megoldas N = 515356721435u 35 ahol (m, 35) = 1,
illetve egyszertibb alakban N = 5721035 ahol M tetsz6leges pozitiv egész. Hasonléan
kezelhets a probléma, ha az 5 és 7 helyett két tetszGleges relativ prim szerepel. A relativ
primség feltétele nem hagyhato el, példaul N = 4219 = 10y* sohasem teljesiil, mert a 2
kitevGje a bal oldalon paros, a jobb oldalon viszont paratlan.

3. feladat
Legyen P az ABC' szabalyos haromszog belsé pontja, tovabba Ay, By és C7 a P pont
merdleges vetiilete rendre a BC', C'A, illetve AB oldalon. Bizonyitsuk be, hogy

ACl . BA1 + BAl . CBl + CBl . ACl = ClB . AlC + AlC . BlA + BlA . ClB .
Els6 megoldas: Huazzunk a P ponton keresztiil egyeneseket az A BC haromszog oldalaival

parhuzamosan. Ezek a haromszoget foéldaraboljak harom kisebb szabélyos haromszogre és
harom parallelogrammaéra. (2 pont)

Cy
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Az A, B, C cstccsal szemkozti kis szabélyos haromszog oldalét jeloljiik rendre a-val, b-vel,
illetve c-vel. Ezek egyuttal a parallelogramméknak is oldalhosszai, igy

C a b
A01:b+§7 BA1:C+§, 031=a+§,
C a b
ClB:§+a’ AlC:§+b, B1A=§—|—c. (3 pont)

Ezeket a bizonyitandé formulaba helyettesitve beszorzas és rendezés utan mindkét oldalon

1
(bc + ca + ab) + §(a2 + 0%+ %)

=~ =

adodik, tehat a két oldal egyenld. (2 pont)

Masodik megoldas: A bizonyitand6 egyenléség abban az esetben nyilvanvaloéan igaz,
amikor P éppen a haromszog O kozéppontjaval esik egybe, hiszen akkor a benne szerepld
Osszes szakasz egyenlS hossza.

Legyen most P és P’ a haromszog két olyan bels6 pontja, amelyekkel a PP’ egyenes a
haromszog valamelyik oldalara meréleges. Bebizonyitjuk, hogy ha a feladat allitasa igaz
P és P’ koziil az egyikre, akkor a masikra is igaz. (2 pont)

Ebbdl mar kovetkezik, hogy az allitas minden P-re igaz, ugyanis az O kozéppontbdl tet-
sz6leges masik P bels6 pontba el tudunk jutni olyan elmozditasok egymésutéanjaval, ame-
lyeknél a pont valamelyik oldalra merdleges irdanyban mozdul el. Valoéban, ha O-bél egy
adott P bels6 pontba akarunk eljutni, akkor P-bdél hiizzunk valamelyik oldalra meréleges
egyenest, ez biztosan metszi a haromszog valamelyik szimmetriatengelyét egy P’ bels6
pontban, és ekkor O-bdl elészor P’-be lépve legfeljebb két 1épésben eljutunk P-be. (1 pont)

Tegyiik fel tehat, hogy PP’ merdleges egy oldalegyenesre. Az altalanossag csorbitasa nélkiil
feltehetjiik, hogy PP’ L AB, és hogy P’ van tavolabb AB-t6l. Legyenek A}, B} és C] a
P’ merdleges vetiiletei az oldalakon, ekkor C1 = Cy. Az AC és BC oldalegyenesek a PP’
egyenessel egyenls (30°-o0s) szoget zarnak be, ezért a PP’ szakasz vetiilete a két oldalon
egyenld. (1 pont)
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Legyen © = A; A} = BB, ezzel a bizonyitand6 egyenlséget P’-re vonatkozoan igy
irhatjuk fel:

Beszorzas utan az z-et nem tartalmazé tagok a P-re felirt egyenlGséget adjak. Az x-et
tartalmazo tagok részben kiesnek, a megmaradok pedig (CBy —BA;)-x = (A1C—B1A)-x
alakban irhatok. Ez az egyenléség valoban fennall, hiszen CB; + B1A = BA; + A:1C a
haromszog oldalhossza. Tehat a feladat allitasa akkor és csak akkor igaz a P’ pontra, ha
P-re igaz. (3 pont)

Harmadik megoldas: Valasszuk a haromszog oldalat 2 egységnyinek, és jeloljiik u-val,
v-vel, w-vel az Ay, By, illetve C; pont elGjeles tavolsagat a megfelels oldal felezpontjatol,
az elGjelet a hdromszog koriiljarasa iranyaban pozitivnak tekintve. Ekkor az ACY) = 1+ w,
C1B =1 — w stb. formulakat félhasznélva a bizonyitandé egyenlGtlenség az

(1+w)(14+u)+1+u)(1+v)+(14+0)(1+w) = 1-w)(1—u)+(1—u)(1—v)+(1—v)(1—w)

alakot Olti. Beszorozva és atrendezve azt kapjuk, hogy ez az egyenlGség pontosan akkor all
fonn, ha v+ v+ w = 0. (3 pont)

B

Azt kell tehéat bebizonyitanunk, hogy v+ v + w = 0. Ehhez tekintsiik az O‘}% vektort, ahol
O az ABC haromszog kozéppontja, és vetitsiik az oldalegyenesekre. Az wu, v, w szamok

éppen a vetiiletek elGjeles hosszaval egyenlSk, ezért elGallithatok O? és az oldalvektorok
skalaris szorzatai segitségével:

(ﬁB?:u]@| = 2u,
és hasonléan 075 . CTZl = 2v, O? . f@ = 2w. Emiatt valoban

u+v+w=%0¢-(ﬁ+ﬁ4+ﬁ):%ﬁ-0:0. (4 pont)
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4. feladat
Adott n ember kozott hanyféle olyan ismeretségi kapcsolatrendszer lehet, hogy mindenki
paratlan sok masikat ismer (az ismeretség kolcsonos)?

Megoldas: Az n nem lehet paratlan, mert akkor az Gsszes ismeretség paratlan sok paratlan
szdm Osszegének a fele lenne, ami nem egész szam. (1 pont)

Paros n-re rogzitsiink egy tetszéleges E embert, és tekintsiik a tobbi n — 1 ember alkotta
T tarsasdgban az Osszes lehetséges ismeretségi kapcsolatrendszert (fiiggetleniil attol, hogy
egy adott embernek T-ben paros vagy paratlan sok ismerdse van). Hogy a feladat feltétele
teljesiiljon, egy A € T embert pontosan akkor tekintsiink az E ismerGsének, ha A-nak
T-ben péaros sok ismerdgse volt. (3 pont)
Ekkor E-nek is paratlan sok ismerdse lesz, hiszen T-n beliil (n — 1)—péaros, azaz paratlan

sok embernek volt paros sok ismerdse. (1 pont)
Igy a keresett ismeretségi kapcsolatrendszerek szama ugyanannyi, mint T-ben az Osszes
("2")

lehetséges ismeretségi kapcsolatrendszerek szama, ami 2 (2 pont)

5. feladat
Legyenek a1 < as <...<a, <b; <by <...<b, valos szamok. Bizonyitsuk be, hogy

(a1 +ag+ ...+ ap+by +bo+ ... +b,)* > 4n(arby + asbs + ... + anby,).
Els6 megoldas: Tekintsiik az f(z) = (x —a1)(z —b1) + ...+ (z — ay,)(x — b, ) mésodfoka

polinomfiiggvényt. (1 pont)
Ekkor a feltételek alapjan f(a,) csupa nempozitiv szorzat 6sszege, tehat f(a,) < 0.

(2 pont)
Mivel f(x) f6egyiitthatoja pozitiv, ezért az el6z6ek alapjan van valos gyoke. (2 pont)

Ebbdl kévetkezik, hogy a diszkriminansa nemnegativ, ami atrendezve éppen a bizonyitando
egyenl6tlenséget adja. (2 pont)
Masodik megoldas: El6szor belatjuk, hogy ha az a;, b; szdmok mindegyikéhez ugyanazt
a d valos szémot adva az aj = a;+d és b, = b;+d szamokat képezziik, akkor a bizonyitando
egyenldtlenség egyforman érvényes vagy nem érvényes az a;,b; szamokra, illetve az af, b;-
szamokra. (2 pont)
Valéban, az S =a1+...+a, + b1+ ... +b, ésT = a by + ...+ a,b,, illetve a hasonld
S’ és T’ jeloléseket hasznalva, és a feladatban szerepls S? > 4nT egyenlStlenséget foltéve
S'? = (S +2nd)?* = S* + 4ndS + 4n*d* >

> AnT + 4ndS + 4n’d® = 4n(T + dS + nd?) =

=4dn ((a1by + d(ay + by) +d°) + ...+ (anbn + d(ay + by) + d*) ) =

= 4nT’,
forditott szereposztassal pedig a forditott irdnyt kovetkeztetés adodik. (3 pont)
Az a;,b; szamok mindegyikébdl ugyanazt az a, és by kozotti szdmot levonva feltehetjiik
tehat, hogy az Osszes a; nempozitiv, és az 0sszes b; nemnegativ. Ilyenkor viszont a bi-

zonyitand6 egyenlGtlenség magatol értetddik: a bal oldal nemnegativ, mig a jobb oldal
nempozitiv. (2 pont)
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