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Megoldasok

1. feladat

Adott az ABC haromszog. Bocsédssunk merdslegest A-bol a B-beli bels6 szogfelezd egye-
nesre, és B-bdl az A-beli bels6 szogfelezs egyenesre. A talppontokat jelolje D, illetve E.
Bizonyitsuk be, hogy a DE egyenes a haromszog AC és BC oldalat a beirt kor érintési
pontjaiban metszi.

Megoldas: Jeloljiik K-val a beirt kor kdzéppontjat, F-fel és G-vel a szoéban forgd érintési
pontokat, azaz K mer6leges vetiileteit az AC, illetve BC' oldalon. A haromszog szogeit a
szokasos moédon «, B és v jeloli.

Megmutatjuk, hogy a D pont az F'G egyenesre illeszkedik. A pontok szerepcseréjével
ezutan ugyantugy igazolhato, hogy F is illeszkedik az F'G egyenesre, ezek egyiitt pedig a
bizonyitandé allitast vonjak maguk utan.

A D, F, G pontok kollinearitasanak igazolasa céljabol elGszor vegytiik észre, hogy meréleges
szaru hegyesszogek lévén KFG< = FCK< = 7/2. Az ABK héaromszog szogosszegét
hasznalva lathato tovabba, hogy az A-bol és B-bdl induld szogfelezsk (o + 5)/2 szégben
metszik egyméast a K pontban.

Ha o = v, akkor BF' a haromszog szimmetriatengelye és D = F', ezért ilyenkor nincs mit
bizonyitani. A tovabbiakban két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy a < ~, illetve
a > . Az a < 7y esetben a D pont a haromszogon kiviilre, az o > v esetben a belsejébe
esik.




Mindkét esetben ADK<t = AFK< = /2, ezért az A, K, D, F pontok egy hurnégyszog
cstucsai. Ha a < ~, akkor D és K, ha pedig a > =, akkor F' és K szemkozti csticsok ebben
a harnégyszoghben. Meghatarozzuk a K F'D szoget.

Ha a < v, akkor KFD<=7m— KAD<=7n/2+ (a+p)/2=71m—~v/2=71— KFG<q,

ha pedig a > 7, akkor KFD< = KAD< =7/2— (a+ f3)/2 = v/2 = KFG<.

Mindkét esetben tehat D, F' és G kollinearis pontok.

2. feladat

A p és q pozitiv szamokra p + ¢ < 1. Igazoljuk, hogy barmely m,n pozitiv egészekre
(I=p™)"+(1—-q¢")" =1

Els6 megoldas: Egy m sorbdl és n oszlopbol 4ll6 tablazat minden egyes elemét egyméastol
fliggetleniil p valoszintiséggel pirosra, q valoszintiséggel kékre és 1 — p — ¢ valoszintiséggel
zOldre festjik. Ekkor 1 — p™ annak a valészintisége, hogy egy adott oszlop nem teljesen
piros, (1 — p™)™ azé, hogy egyik oszlop sem teljesen piros, tehat 1 — (1 — p™)™ annak a
valoszintisége, hogy van csupa piros elembdl allo oszlop. Hasonléan, 1 — (1 —¢™)™ annak a
valoszintisége, hogy van csupa kék elembdl allo sor. Mivel ezek egymaést kizér6 események,
ezért a két valoszintiség osszege legfeljebb 1, azaz [1 — (1 —p™)"] +[1 — (1 — ¢™)™] < 1,
ami atrendezve éppen a feladat allitasa.

Masodik megoldas: Ha p + g < 1, akkor noveljiik pl. g értékét addig, amig p + ¢ = 1-et
el nem érjiik. Ekkor a bizonyitandé egyenlStlenség bal oldala csokkent. Ennek alapjan
elegend§ az egyenlStlenséget a p + ¢ = 1 esetre igazolni.

Teljes indukcioval bizonyitunk. Ham = n = 1, akkor a p+q < 1 (igaz) Osszefliggés adodik.
Most tegyiik fel, hogy az egyenl6tlenség teljesiil valamely m,n értékparra, és vezessiik le
ebbdl, hogy m,n+1 és m+1,n esetén is fennall. Mivel m és n szerepe szimmetrikus, ezért
elég az els6t belatnunk.

Az indukcios feltevés szerinti (1 — p™)™ + (1 — ¢™)™ > 1 egyenl6tlenséget (1 — p™)-mel
szorozva és mindkét oldalhoz p™-t hozzaadva (1—p™)" L+ (1—¢™)" —((1—¢")p)"+p™ > 1
adodik. Mivel a bizonyitandé egyenlStlenség (1 — p™)" 1 + (1 — ¢g"T1)™ > 1, ezért elég
belatni, hogy (1—¢"*1)™ > (1—¢")™ —((1—¢")p) " +p™, azaz (1—¢" )" +((1-¢")p)" >
Ez utobbi egy a™ + d™ > b™ 4 ¢ tipusu egyenl6tlenség, ahol a +d =b+césa > b >
>c>d>0, hiszen (1-¢"™)+(1-¢")(1—q)=1—-q¢")+(1—q)és1—qg" "1 >1—¢" >
>1—q¢>(1-q¢")(1—q). Aza+d=0b+c=2H jeldléssela = H+x,b=H+y, c= H—y,
d=H — z, ahol z > y > 0, igy valoban

a™ +d" = (H+2)™ + (H —2)™ =
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= (H+y)" +(H—y)" ="+

(Az utolso lépést az f(z) = 2™ + (H — z)™ fiiggvény derivaltjanak vizsgalataval is el lehet
végezni.)



3. feladat

Az 1,2,...,201420% szamok koziil Aladar és Boglarka felvaltva térdlnek le egy szamot
(Aladar kezd), amig csak két szam marad. Ha a megmaradoé két szam Osszege négyzetszam,
akkor Boglarka nyer, egyébként Aladéar. Kinek van nyerd stratégiaja?

Megoldas: Belatjuk, hogy jo jaték esetén Boglarka nyer, éspedig 4ltalanosabban 20142014
helyett minden 8-cal oszthatd n esetén 6 nyer.

A stratégia lényege, hogy Boglarka az 1,2,...,n szamokat olyan péarokba osztja, hogy
barmely parban az elemek Osszege négyzetszam legyen, és ha Aladéar a par egyik elemét
torli, akkor Boglarka valasza a par méasik elemének a torlése. Ily moédon a végén megmarado
két szam éppen egy part alkot, tehat az 0sszegiik négyzetszam, és igy Boglarka nyert.

A parositas megvalosithatosagat n szerinti teljes indukciéval igazoljuk. Ha n = 8, akkor
az (x,9 — x) parok megfelelnek (1 <z < 4).

Tegyiik most fel, hogy n oszthato6 8-cal, n > 16, és a 8-nak minden, n-nél kisebb t6bbszordse
esetén létezik a kivant parositas. Legyen s? az n-nél nagyobb paratlan négyzetszamok koziil
a legkisebb, és (az alabb beldtand6 s?> — n < n feltételt megelSlegezve) az s> —n <z < n
szamok kozott képezziik az (x, s> —x) parositast. Ha s? = n+ 1, akkor készen vagyunk. Ha
5?2 > n+1, akkor az indukci6 alkalmazhato a kimarado 1,2, ..., s> —n—1 szamokra feltéve,
hogy s2 —n—1 oszthato 8-cal és s> —n—1 < n. Mivel egy paratlan szam négyzetének a 8-as
maradéka 1, ezért s> —n —1 oszthato 8-cal. Az n < s? < 2n+1 feltétel n = 16-ra (s = 25-
tel) teljesiil, n > 24-re pedig azért igaz, mert 25-t6l kezdve az egymast kovets paratlan

z+2\° 2\? 2\
négyzetszamok hanyadosa kisebb, mint 2: ( ) = (1 + —) < <1 + 5) < 2.
x x



