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Javitasi—értékelési iutmutatd

1. Maximum hany egész szamot valaszthatunk ki a J = {n | 1 < n < 121;n € Z}
halmazbdl tgy, hogy koziililkk barmely ketto relativ prim legyen, ha egyikiik sem lehet
prim?

Megoldas: Legyen n az egyik kivdalasztott szam és legkisebb primosztéja p. Ekkor
n = p-q, ahol p < q és igy p? < n < 120. Azt kaptuk, hogy p? < 120, azaz p 11-nél

kisebb. 3 pont
A kivalasztott szamok legkisebb primosztdja 2, 3, 5 vagy 7 lehet. 1 pont
Barmely két kivalasztott szam legkisebb primosztéja kiilonbozo, mivel relativ primek.
Ezek szerint legfeljebb négy szamot valszthattunk ki. 2 pont

Négy szam kivalaszthato a feltételeknek megfelel6 modon, pl 4, 9, 25 és 49. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. Oldjuk meg a valdés szadmok halmazan a kovetkezo egyenletet:

2
:1:2+4< a ) — 45
T —2

Megoldas: = = 2 nem lehet, mert ekkor a tort nevezdjében nulla lenne. 1 pont
Szorozzuk be az egyenletet (x — 2)?-nel és rendezziink 0-ra:

ot — 423 — 3727 4+ 1802 — 180 = 0 1 pont
A bal oldal szorzatta alakithato:
(x —3)(z — 6)(2* + 5z — 10) = 0 3 pont

Szorzat akkor és csak akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0. Az elsé tényezobol kapjuk az
x1 = 3, a méasodikbdl az x5 = 6 megoldast. A harmadik tényez6 masodfoki, ennek gyokei
xgz’f’%‘/ﬁ?’ésm:":’%/g. 1 pont
Ellendrizve, a négy gyok valoban kielégiti a feladatban kittizott egyenletet. 1 pont
Osszesen: 7 pont



3. Tekintsiik az Osszes olyan paraboldt, melyek egyenlete y = 22 + ax + b, ahol a
és b valds szamok, tovabba a koordinatatengelyeket harom kiilonb6zo pontban metszik.
Barmely parabola esetén ez a harom pont meghataroz egy kort. Mutassuk meg, hogy az
osszes ilyen kor atmegy egy kozos ponton.

Megoldas: Jelolje a parabola és az y tengely metszéspontjat y;. Ennek értékét
megkapjuk, ha az y = 2% + ax + b egyenletbe az x = 0-t helyettesitjuk, igy y; = b.
b = 0 nem lehet, mert akkor a parabola athalad az origén és nem johet létre a tenge-
lyekkel harom metszéspont. 1 pont

A parabola és az  tengely metszéspontjai a 0 = 22+ az +b méasodfokt egyenlet gyokei.
Jelolje ezeket x; és xo. A feladat szovege szerint a parabola harom kiilonb6z6 pontban
metszi a tengelyeket. Mivel az y tengelyt csak egyetlen pontban metszi, ezért x; # xo,
azaz a® — 4b > 0. 1 pont

Legyen 15 a feladat szovegében szereplé kor és az y tengely masodik metszéspontja.
Amennyiben a kor érinti az y tengelyt, akkor legyen yo = ;.

Tekintsiik az origénak a korre vonatkozé hatvanyéat az = és az y tengelyekkel, mint

szelokkel. 2 pont
Mivel mindkét szelore a hatvany ugyanakkora, ezért zixs = y1y2. A Viéte formula
alapjan xi1xy = b, tovabba y; = b. Mivel b # 0, igy yo = 1. 2 pont
Yo értéke konstans, tehat az 0sszes kor, amely a feladat szovegének eleget tesz atmegy
a (0;1) ponton. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: A bizonyitas befejezheté a pont korre vonatkozo hatvanya nélkiil is, ha

a kor K = (”“TJ’“, %) kozéppontjanak a tavolsagat felirjuk kétféleképpen az x és az y
tengelyeken levo metszéspontoktol.

4. Héany darab 150 jegyl tizes szamrendszerbeli pozitiv egész szam van, melynek
minden jegye paratlan és barmely két szomszédos szamjegy eltérése 27

Megoldas: Tekintsiik az i jegyt tizes szamrendszerbeli pozitiv egészeket, melyeknek
minden jegye paratlan és barmely két szomszédos szamjegy eltérése 2. Legyen a; azoknak
a szama, melyeknek utolso jegye 1 vagy 9. Legyen b; azoknak a szdma, melyeknek utolso
jegye 3 vagy 7. Legyen c¢; azoknak a szdma, melyeknek utolsé jegye 5. ¢ = 1 esetén a; = 2,
by =2és ¢y = 1. 1 pont

Rekurzio segitségével leirhatjuk sorozatainkat: i+1 jegyl 1-re vagy 9-re végzodo szamot
csak egyféleképpen kaphatunk 3-ra vagy 7-re végzddo szambdl, ezért a;.1 = b;. Ugyanez
igaz az 5-re végzodoekre is, ezért ¢; 1 = b;. 3-ra vagy T-re végzodo szamot egyféleképpen
kaphatunk 1-re vagy 9-re végzodd szambdl, de kétféleképpen kaphatunk 5-re végz6do
szambdl (az 5-0s utdn frhaté 3 vagy 7), ezért by1 = a; + 2¢;. 1 pont

Ebbol i = 2-re ay = 2, by = 4 és co = 2 adddik. (Valéban, a megfelel6 szdmok: 31,79;
13, 53, 57, 97; 35, 75.)

A rekurzi6 segitségével a sorozat tovabbi elemeit vizsgalva észrevehetd, hogy

Qg = Co; = 2371 bs by =431 2 pont

Ezt teljes indukciéval bizonyitjuk. Kezdo 1épés: i = 1 esetén mar kiszamoltuk a
sorozatok megfeleld elemét és ezek valoban teljesitik az Osszefiiggést.



Indukcids 1épés: Feltessziik, hogy as; = co; = 2 - 371 és by; = 4 - 371, majd ennek
segitségével bizonyitjuk az allitast ¢ + 1-re. Az alabbi harom sor mindegyikében az elso
két egyenloségnél a rekurzids szabalyt, a harmadiknal az indukciés hipotézist hasznaljuk:

ao(i+1) = b2i+1 = Qg9; + 2¢9; = 2 - 3t +4- 3-1=2.3
ba(it1) = i1 + 2Ci41 = bo; + 209 = 4 - 3 +8.-37M=4-3
Co(it1) = baip1 = @i + 209, =2-3"14+4.371=2.3 2 pont

A feladatban feltett kérdésre a vélasz a fentiek alapjan 837, hiszen ai50+ biso + ciso =
2.37 +4.37 4237 =837, ) 1 pont
Osszesen: 7 pont



