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Javitasi—értékelési utmutatd

1. Az ABCD négyzet koré irt koron adott a P és ) pont gy, hogy PAQZL = 45°,
tovabba AP és BC metszi egymast az M, AQ és CD az N pontban. Mutassuk meg,
hogy a PQ és az M N szakaszok parhuzamosak.

P
B M, C
Q
N
A : D

Megoldas: Mivel PAQZL = 45°, ezért PABZ = QACZ. Mivel AC atmérd, ezért
AQC haromszog derékszogi. Igy két szog egyenloségébol adédéan ABM és AQC' ha-
sonloak, megfelel¢ oldalaik ardnya:

AM AB 5 ;
e 0

AC ~ AQ bo
Ugyanigy ADN és APC' is hasonld, amibdl:

AN AD

AC AP
Mivel AB = AD az el6z6 két Osszefiiggés megfelel6 oldalainak hanyadosat képezve

AM AP 5 ‘

el on

AN ~ AQ P
adodik, ami a parhuzamos szelOk tételének megforditdsa miatt a QAP /-ben azt jelenti,
hogy az M N és P(Q) szelok parhuzamosak. 2 pont

Osszesen: 7 pont



2. Anna és Bori tulipanokat iiltetnek egy sorba, n helyre. Ezt a kovetkezd jatékos
formaban teszik: felvaltva iiltetnek egy-egy tulipant ugy, hogy egymassal kozvetleniil
szomszédos helyekre nem keriilhet tulipdn. Anna kezdi a jatékot. Az nyer, aki utoljara
tud tulipant tltetni. Kinek van nyer6 stratégiaja, ha (a) n = 2013; (b) n = 127

Megoldas: Képzeljiink minden helyre egy iires virdgcserepet, ezek koziil amibe tltetiink
és szomszédjait mindig kivessziik a sorbél. Ha van egymas mellett n cserép, akkor négyféle
dolog torténhet:

(i) Ha n 1, vagy 2, akkor barmelyiket vélasztva az Osszes cserepet elvessziik. A
tovabbiakban n > 2.

(i) A széls6 cserépbe tiltetve két cserepet vesziink ki a sor szélérél.

(iii) A legszélsé melletti cserépbe iiltetve harom cserepet vesziink el.

(iv) Ha n > 5, akkor tovdbbi lehetdség, hogy a sor kozepérél kivesziink harom cserepet
és a meglevo sort két nemiires kiilon részre bontjuk. Példaul 12 cserép esetén ha a ne-
gyedikbe tiltetiink, akkor marad az elején két cserép, kivesziink harmat és marad utana
még 7 cserép. Jeloljik ezt igy (12) — (2;7), a zardjelen belill pontosvesszével elvalasztva
egymas utan irjuk az egymas melletti cserepek szamat. Ezzel a 1épéssel egy sorbdl két
kisebb keletkezett, ezeket a tovabbiakban nevezziik szakaszoknak, az i cserépbdl allo sza-
kaszok szamat jelolje s;. 1 pont

A feladat (a) részében 2013 hely van, ami paratlan. Ha Anna elsé 1épésében kivalasztja
a kozépsét, akkor két ugyanakkora rész keletkezik, (2013) — (1005; 1005). Ha Bori vélaszt
egy helyet, akkor Anna mindig a kozépso helyre szimmetrikusan kivalaszthatja ennek
tukorképét és igy nyerhet. 2 pont

Ez a szimmetria-stratégia lesz a célunk, azaz olyan helyzet 1étrehozasa, amelyben min-
den szakasznak van egy ugyanannyi cserépbdl allé parja. Ha ellenfeliink barmelyikben
kivalasztja a k-adik cserepet, mi a méasikban valasztjuk ugyanugy a k-adikat. Az egy
vagy két cserépbdl allé szakaszok egyformanak szamitanak, mert mindketto tipus eltiinik,
ha bel6le valasztunk. Szimmetria-stratégiahoz tehat olyan helyzet el6édllitasa a célunk,
amelyben s; + sy és s; is paros (minden ¢ > 2 esetén). 2 pont

Megmutatjuk, hogy a (b) részben is Anna tud nyerni. Legyen az els6 1épés (12) —
(2;7). Bori minden lehetséges 1épésére adunk Anna részérél olyan vélaszlépést, amely
szimmetria-stratégia miatt Anna gyézelmét jelenti:

Bori: (2;7) — (7), Anna: (7) — (2;2).

Bori: (2;7) — (2;5), Anna: (2;5) — (2;2).

Bori: (2;7) — (2,4), Anna: (2;4) — (2;2).

Bori: (2;7) — (2;1;3), Anna: (2;1;3) — (2;1).

Bori: (2;7) — (2;2;2), Anna: (2;2;2) — (2;2). 2 pont

Osszesen: 7 pont



3. Legyenek ay,as,as, ..., asxn1s4 1-nél kisebb pozitiv valds szdamok, melyek szorzata A,
valamint legyen A; = a%, i € {1;2;...;2014}. Bizonyitsuk be, hogy
1 1 1 1 1 1

1< + ...+ < + +o
log, (aiaz) = log,, (asas) log,,0.. (agoraa1) logy A logy, A log ., A

Megoldas: A bizonyitando egyenlotlenség jobboldalat atalakitjuk a logaritmus azonossagait
felhasznélva:

1 1 1
+ o
log,, A logy, A log 4,0, A

= IOgAAl + lOgAAQ + ...+ lOgAA2014 =

= IOgA Al . AQ et A2014 = IOgA A2013 = 2013 1 pOIlt
Alakitsuk at a kozépen allé kifejezést is:

1 1 1 1 1 1
+ +..F = + tot
log, (a1a2) log,,(asas) log,,.., (a2014a1) 1 +log, as 14 log,, as 1 +1log,,,., @1

Legyen b1 = 10ga1 as, bg = loga2 as, ..., b2013 = 10ga2013 as014 és b2014 = 10ga2014 aj. Ekkor

1 1 1 1 1
- +ot = - o ——
1+ loga1 a9 1+ loga2 as 1+ lOga2014 aq 1+ bl 1+ bg 1+ 62014

In Ai+1

Attérve més alapra b; = alakbol kovetkezik, hogy by - by - ... - ooy = 1. 1 pont

na;
Ezt a szorzatot bontsuk egymads uténi parok szorzatéra: (bybe)-(bsby)-...-(bao13bao14) = 1.
Mivel a parok szorzata 1, ezért van olyan k és [ amelyekre bog_1bop < 1 és by_1by > 1.
1 pont
Hasznéljuk ki, hogy a feladatban megadott szamok 1-nél kisebb pozitiv szamok, ezért
b; >0 (i=1,2,...,2014). Ezzel a kitiizott egyenlétlenség elsé részét igazolni tudjuk, hiszen:

1 1 1 1 1 2+ b1 + boy
+ + ..+ > + = > 1

2 pont
Héatra van még a kdvetkezo bizonyitasa:

1 1 1
+ + ot <2013
Mindkét oldalt ugyanannyival novelve:
1 1 1 by by bao14
+ + ...+ + + 4+ ...+ ——=2014 <
T+b,  1+by L+boga  14+b  1+b 1+ boo1s
by by b2014
< 2013 + + +ot——
1+b6; 1+by 1 + bao14
Tehat a bizonyitando:
b b b
1 1 2 2014

< + + i+ —
1+b; 1+by 1+ D014

3



Ezt a részt is lezarhatjuk a kovetkezo becsléssel:

b b b boy— b 2by;_1b boy— b
1 I 2 T 2014 N 20—1 20 _ 21—109; + boj—1 + b9 >1
R i 14+bogra  14by—1 14by 14 by_1+ by + by_1by

. 2 pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: A feladatban kittizott egyenlotlenség éles. A felsé becslés esetén legyen
by =by = ... = b2013 = ¢ és b2014 = ¢ 2913, Ekkor

1 1 1 2013 1

1+—bl+1+b2+‘”+1+b2m4_1+e+1+(%13

Ekkor

2013 1
li = 2013
ST 1e 13 DB

Hasonlé modon lehet az alsé becslésnél eljarni, csak ekkor e tartson a végtelenhez.




