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MATEMATIKA

II. KATEGORIA
(GIMNAZIUM)

Javitasi—értékelési itmutatd

1. Melyek azok a pozitiv p és q primek, amelyekre a

p+a¢. p+d, p+q¢, p+dq’

szamok mindegyike prim?

Megoldas: A pozitiv primszamok a 2 kivételével mind paratlanok. Ha p és g egyike
sem 2, akkor p + ¢ 2-nél nagyobb paros szam, ami nem lehet prim. Nem lehet p = ¢ = 2
sem, hiszen akkor p 4+ ¢ = 4, ami nem prim. Tehat p és ¢ koziil pontosan az egyik lehet a
2. 3 pont

Legyen el6szor p = 2. Ha g = 3, akkor a feladatban szereplé négy tovabbi szam az 5,
11, 29 és 83. Ezek mindegyike prim. Ha ¢ # 3, akkor 3-as maradéka lehet 1. ¢ = 3k + 1
esetén p+q=2+3k+1=3-(k+1), ami 3-mal oszthaté 3-nal nagyobb szdm, azaz nem
prim. Amennyiben ¢ = 3k + 2 alakd, akkor p+¢* = 2+ 9k* + 12k +4 = 3- (3k* + 4k + 2),
ami ismét 3-nédl nagyobb 3-mal oszthato szam, ez sem lehet prim. 2 pont

Legyen ¢ = 2. Ha p = 3, akkor a feladatban szereplé négy tovabbi szam az 5, 7, 11,
19. Ezek mindegyike prim. Ha p # 3, akkor p = 3k 4 1 esetén az eléz6ek mintdjara p + q,
p=3k+2esetén p+q¢*> =3k +2+4 =3 (k+ 2) lesz 3-mal oszthaté 3-ndl nagyobb
szam, ami nem lehet prim. 2 pont

Azt kaptuk, hogy a feladat feltételeinek két (p; ¢) szampér felel meg, a (2;3) és a (3;2).

Osszesen: 7 pont

2. Hatarozzuk meg, a p valés paraméter mely értékeinél hany megoldasa van a kovet-

kezo egyenletnek:
[VIz—=3[-2[-1=p

Megoldas: A bal oldalt abrazoljuk, mint az x valtozd fiiggvényét. A kiilonboz6
miiveletek elvégzése soran nyomon kovetjiik a fiiggvény transzformacioit. Legyen f; =
|z — 3|, véve ennek gyokét kapjuk az fo = \/|r — 3| fliggvényt. Ebbdl kettot levonva a
grafikon az y tengellyel parhuzamosan 2 egységnyivel negativ irdnyba mozdul, igy kapjuk

fz=+/|x — 3| — 2-t. 2 pont
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Mivel f; = |fs], ezért f, grafikonjat agy kapjuk, hogy az fs fiiggvény grafikonjénak x
tengely alatti részét tiikkrozziik az x tengelyre. Ebbol 1-et kivonva, azaz f; szaggatottal
jelolt grafikonjat y tengellyel parhuzamosan negativ iranyba 1-gyel elmozditva kapjuk a
kiindulé egyenlet bal oldaldn all6 f5 = |\/|r — 3| — 2| — 1 fliggvény grafikonjat. 2 pont

4
—————— f4______ 2 N —______———"""
\f5 §§§§§§§§§§§§§ ) ‘/”/// \\\\\\\ ——————————————
—12 —10 -8 —M//Q 4 10 12 14 16 18
9]

A feladatban kitizott egyenlet jobb oldalan a p konstans van egyediil. Ha ezt, mint
fliggvényt abrazoljuk, akkor grafikonja az y = p egyenletii egyenes, amely az = tengellyel
parhuzamos. A megoldasok szamat tehat az donti el, hogy az f5 fliggvény grafikonjanak

hény kozos pontja van az y = p egyenletii egyenessel. 1 pont

Mivel az f, fliggvény értékkészlete a [0; 00), ezért az f5 értékkészlete [—1;00). Ha tehat
p < —1, az egyenletnek nincs megoldasa. Ha p = —1, akkor az egyenletnek két megoldédsa
van.

f3-nak az r = 3-nal van a minimuma és itt értéke -2. fgy f1 értéke x = 3-nal 2,
tehat f5 értéke x = 3-ndl 1. Ha tehat —1 < p < 1 akkor az egyenletnek négy megoldasa
van. Ha p = 1, akkor a megolddsok szama hdrom, végiil 1 < p esetén két megoldas van.
Osszefoglalva:

p értéke p<—1l|p=—1|—-1<p<l|p=1|1<p
megoldasok szama 0 2 4 3 2

. 2 pont
Osszesen: 7 pont
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2. Megoldas: A feladat megoldasat algebrai iton is nyomon kovethetjiik. Rendezés

utan
lVI]t—3]-2|=p+1
tehat p 4+ 1 > 0, kiillonben nincs megoldas. 1 pont
Az abszolutérték ”felolddsa” kovetkezik:
(i) ha y/|z — 3| —2 > 0 akkor \/|z —3| —2=p+ 1, azaz \/|xr — 3| =p+ 3;
(ii) ha y/|z — 3] —2 < 0 akkor 2 — \/|z — 3| =p+ 1, azaz \/|[xr — 3| =1—p. 2 pont
p = —1 esetén (i) és (ii) ugyanazt az egyenletet adja, \/|z — 3| = 2 és ennek két
megoldasa van. 1 pont
Ha —1 < p < 1 akkor (i) és (ii) esetben is két megoldas adddik (négyzetre emelés utén
az x — 3 illetve 3 — x hoz egy-egy megoldést.) Ekkor tehat négy megoldds van. 1 pont
Ha p = 1 akkor (i) két megoldést ad, (ii) viszont csak egyet, tehat ekkor a megoldasok

szama harom. 1 pont
Ha p > 1, akkor (ii) esetben nincs gyok, az (i) eset két gyokot ad, tehat ilyenkor két
megoldés van. 1 pont

3. Hany olyan otjegyti tizes szdmrendszerbeli pozitiv egész szam van, melyben a jegyek
szorzata 50-re végzodik?

Megoldas: Nem szerepelhet a szamban a 0 szamjegy, mert ekkor a jegyek szorzata is

0 lenne, ami nem 50-re végzodo szam. 1 pont
Ha a jegyek szorzata 50-re végzodik, akkor 50-nel oszthatd. 50 = 25 -2, a 25 és a 2
relativ prim, tehat 25-tel és 2-vel is oszthato. 1 pont

Ha a jegyek szorzata 4-gyel is oszthat6 lenne, akkor mar 00-ra végzodne. Azt kaptuk,
hogy a jegyek szorzatanak primtényezos felbontasdban a 2 kitevéje 1, az 5 kitevéje legalabb
2. 1 pont

Az eddigiek alapjan vegytik sorra a lehetOségeket a szerint, hogy a szamban hény 5-0s
szamjegy szerepel.

(i) Két darab 5-6s esetén van még tovabbi harom szdmjegy. Ezek koziil egy lehet péaros,
az sem lehet 4-gyel oszthatd. A péros jegy tehat a 2 és a 6 valamelyike. A tovébbi két
szamjegy lehet az 1, 3, 7, 9 barmelyike. Kivalasztjuk az ot helyiérték kozil a két 5-0s
helyét, ez lehet (g) = 10-féle. A maradék harom helybdl kivélasztjuk a paros helyét,
ide két szam keriilhet, ez 6 lehetség. A maradék két hely mindegyikénél egymadstol
fliggetleniil valaszthatd 4 szam, ami 16 eset. Igy ebben az esetben 10-6-16 = 960 szamot
kapunk. 1 pont

(ii) Harom darab 5-6s esetén van még tovabbi két szdmjegy. Az eléz6ek mintdjara az
5-6s0k helye lehet (g) = 10-féle. A paros szam két helyre keriilhet és kétféle lehet, igy 4
lehet6ség van. A megmaradt egy helyre is 4-féle szam irhato, az 1, 3, 7, 9 valamelyike.

Ekkor 10 -4 - 4 = 160 szamot kapunk. 1 pont
(iii) Négy darab 5-0s esetén egy tovabbi jegy van, ami csak a 2 vagy a 6 lehet. A péros
jegy ot helyre kertilhet és kétféle lehet, tehat itt 10 j6 szamot kapunk. 1 pont

Osszesen 960+160+10=1130 szdm van, ami megfelel a feladat feltételeinek. 1 pont
Osszesen: 7 pont
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4. Jelolje M a hegyesszogli ABC haromszog magassagpontjat. Legyen P, @ és R
rendre a BCM, CAM és ABM haromszogek koré irt koreinek kozéppontja.

(a) Igazoljuk, hogy ABC' és PQR egybevigd haromszogek.

(b) Igazoljuk, hogy az AP, BQ és C'R egyenesek egy pontra illeszkednek.

Megoldés: (a) A BM egyenes a haromszog magassagvonala, tehat merdleges az AC
oldalra, ezért CBM Z = 90° — ~. Hasonlbéan addédik, hogy BCM/ = 90° — 3. A BMC
haromszogben ezek alapjan BMC/Z = 180° — «. Tiikrozziik az M pontot a BC' oldalra,
igy kapjuk az M’ pontot, amelyre BM'C/ = BMCZ/ = 180° — a. Az ABM'C' tehat
hurnégyszog, mivel szemkozti szogeinek osszege 180°. 1 pont

Az imént belattuk, hogy a hdromszog magassagpontjat a haromszog egy oldaldra
tikkrozve a tikorkép a koré irt korre esik. Ez megforditva azt jelenti, hogy a koré irt
kort a haromszog oldalara tiikrozve, a kor tiikorképe atmegy az M ponton. Ezek szerint
a feladatban szereplé P, ) és R pontokat tgy kaphatjuk, hogy az ABC' haromszog koré
irt kérének O kozéppontjat tikrozzik rendre a BC, C A és AB oldalakra. 1 pont

Mivel O tiikorképe BC-re P és BO = CO, ezért BOC P rombusz, azaz PC parhuzamos
és egyenlé BO-val. Ugyanigy igaz, hogy CQ és OA parhuzamos és egyenld. FEzek sze-
rint a BOA és PC(Q) haromszogek egybevagdak, amibol kovetkezik, hogy BA és PQ (i)
parhuzamos és (ii) egyenld.

Az (ii) tulajdonsagbdl adédik, hogy ABC és PQR egybevagdak, hiszen a BA, PQ
parnal latott modon igazolhatd, hogy oldalaik paronként egyenlo hosszisaguak. 2 pont

Az (a) rész bizonyitasanak utébbi 2 pontjahoz egy masik érvelés: O tiikorképe a
haromszog oldalaira P, @ és R. E tiikorképeket azonban gy is megkaphatjuk, hogy az O
pontnak az oldalakon levé vetiileteit (azaz az oldalfelezé pontokat) O kézepii 2 ardnyt ha-
sonldsaggal vissziik a P, () és R pontokba. Am az oldalfelezék egy, az eredetihez hasonlo,
fele akkora haromszog csticsai, tehat PQR egybevagd ABC-vel.

(b) Az (a) részben kideriilt, hogy BA és PQ parhuzamos és egyenld, igy az ABPQ
négyszog paralelogramma, ennek atloi felezik egymast. Ezek szerint AP felez6pontjan
atmegy B(Q). Logikai szimmetria miatt ugyanez elmondhaté az AP, B(Q és C'R szakaszok
koziil valaszthato tetszéleges par esetén. A harom szakasz tehat egy ponton megy &t, és
ez a pont felezi mind a harom szakaszt. . 3 pont

Osszesen: 7 pont
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2. Megoldas: (a) A haromszog koré irt korének kozéppontja rajta van minden ol-
daldnak a felez6 merdlegesén. Ezek szerint az MC' szakasz felezé merdlegesén van a P és
Q@ pont. Nagyitsuk a PQR haromszoget az M pontbol kétszeresre, igy kapjuk a P'QQ'R’
haromszoget. Ekkor P'Q)" 4tmegy a C' ponton, tovabbd mivel PQ meréleges az MC-re,
azaz P() és AB parhuzamosak, tovdabba PQ és P'()' a nagyitdasbdl adéddan parhuzamosak,
ezért P'()" parhuzamos AB-vel. Ugyanilyen érveléssel adddik, hogy 'R’ dtmegy A-n és
parhuzamos BC-vel, tovabba R'P’ atmegy B-n és parhuzamos AC-vel. 2 pont
Q/

P/

Most az ABC haromszog S sulypontjat valasszuk kozéppontnak és végezziink —%
aranyu kozéppontos hasonlésigot, ez a P'QQ'R’ héromszog oldalait az ABC megfeleld
oldalaiba viszi, igy a P'Q'R’' haromszog képe éppen az ABC lesz. Két kozéppontos
hasonlésagot végeztiink, az elsoben 2, a masodikban —% volt az arany. Mivel ezek szorzata
-1, ezért a kiindulasi PQ) R haromszoget kozéppontos tiikrozés viszi az ABC haromszogbe,
igy azok egybevagoak. 2 pont

(b) Beldttuk, hogy PQ R hiromszoget kozéppontos titkrozés viszi az ABC haromszogbe.
A transzformaécié szerinti megfelel6 pontokat 0sszekoto egyenesek athaladnak a kozéppontos
tiikkrozés centruman, tehat PA, QB és RC egy ponton haladnak at. Most is megkaptuk,

hogy a kozos pont éppen felezi ezeket a szakaszokat. 3 pont

Megjegyzés: A feladat nagyon sokféleképpen megoldhaté. Més, helyes megoldas esetén
is a pontozas soran az (a) rész 4, a (b) rész 3 pontot ér.
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5. Oldjuk meg a valés szamok halmazan az alabbi egyenlétlenséget:

Viglr —3>1+2 tgax

Megoldas: A gyokjel alatti kifejezés nem lehet negativ, tehdt tg?r — 3 > 0, azaz (i)
tgr < —v/3, vagy (i) tgx > V3. 2 pont

Az (i) esetben a bal oldalon allé gyokos kifejezés értéke legalabb 0, mig a jobb oldal
legfeljebb 1 — 2 - /3. Ebben az esetben az egyenlStlenség teljesiil, a megfelel6 z értékek

_g_‘_k‘-ﬂ‘<x§—%+k'ﬂ-’ kelZ

3 pont
Az (ii) esetben az egyenl6tlenség mindkét oldala nemnegativ, négyzetre emelhetiink:

tg?r —3>144-tgx+4-tg°x

Mivel tgz > 0, ezért a bal oldal kisebb, mint tg2z, a jobb oldal pedig nagyobb, ezért az
egyenlotlenség itt nem teljestilhet. . 2 pont
Osszesen: 7 pont
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