Oktatasi Hivatal

A 2014/2015. tanévi
Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
masodik fordul6

MATEMATIKA I. KATEGORIA
( SZAKKOZEPISKOLA )

Javitasi-értékelési atmutato

1. feladat: Adja meg az Gsszes olyan (z,y) valos szampart, amely megoldéasa a
kovetkezd egyenletrendszernek:

Y 6

22y + 21
1 1

— 4+ - =
r oy

3
2

I. Megoldas: Sem x, sem y nem lehet nulla, mert akkor a 2. egyenletnek nem
lenne értelme.

Az els6 egyenlet bal oldalat alakitsuk szorzattd, a masodik egyenletben pedig hoz-
zunk kozos nevezdre.

zy(x +y) =06
r+y 3
ry 2

Vezessiik be az uw = x + y és v = xy 1j ismeretleneket. Behelyettesités utdn az
egyenletrendszer
vu =6
3
T2
alakban frhato. A két egyenlet Gsszeszorzasaval

SEES

u® =9,
U =3 és uy = —3.
Az ezekhez tartozd v értékek
vy =2, illetve vy = —2.

Visszahelyettesitve az eredeti egyenletekbe kapjuk, hogy

r+y=3 . rT+y=-—3
és
Ty = 2 Ty = —2

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)
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A Viete-formulak felhasznalaval az x és y az

a’>—3a+2=0, iletveaz a*+3a—2=0 (1 pont)

egyenlet gyokei. Az elsG egyenlethdl

r1 =2,y =1 |lletve z,=11y,=2, (1 pont)

mig a masik egyenletbdl

=3+ V1T 3= VIT 1 3= VIT =3+ VT
T3 = 9 Y3 = 9 illetve x4 = 9 Ya = 9 (1 pont)
A kapott valés szampérok mind megoldésai az eredeti egyenletrendszernek. (1 pont)

Osszesen: 10 pont

IT. Megoldas: Sem x, sem y nem lehet nulla, mert akkor a 2. egyenletnek nem
lenne értelme. (1 pont)
Fejezziik ki a masodik egyenletbdl y-t:

2z
Y=3, 5 (1 pont)
és helyettesitsiik be az els6 egyenletbe
5 2z 2¢ \’ _ 6
Tt \er—2) T (1 pont)

az egyenletet (32 — 2)°-tel szorozva, rendezés utan kapjuk:
22 2x-(3x —2) 4z - (22)° =6- 3z — 2)°

= 3z — 2)° (1 pont)

Szorzattéd alakitva:
= 3z -2)°=0

(x2 + 3x — 2) (xQ — 3z + 2) =0 (1 pont)
tehat az
? =32 +2=0 vagy 2°+3r—-2=0 (1 pont)
Az els6 egyenletbdl
r1=2,y1 =1 illetve xz9 =11y =2, (1 pont)
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mig a masik egyenlethdl

—3+ V17 —3—-V17T . —3— 17
= T, == T, 1lletve Ty = T,

=3+ V1T

T3 Ys Ya 5 (2 pont)

A kapott valos szamparok mind megoldésai az eredeti egyenletrendszernek. (1 pont)

Osszesen: 10 pont

2. feladat: Az ABCD rombusz hegyesszoge 45°. Mutassa meg, hogy a rombusz

beirt korének tetszGleges P pontjara teljesiil

PA?> + PB?> + PC? + PD? = gABQ.

I. Megoldas: A megoldas soran tobbszor felhasznaljuk, hogy a paralelogramma
atloinak négyzetOsszege egyenl$ az oldalak négyzetosszegével (Geometria FGY .
1671. feladat). Ennek kovetkezménye, hogy a haromszog stlyvonala kifejezhetd az
oldalak hosszanak segitségével. (1 pont)

A o .

(1 pont)
Legyen O a beirt kor kézéppontja. Ekkor PO az APC' haromszog sulyvonala, ezért
PA? + PC?*  AC?
2 _
PO = 2 A (1 pont)
Hasonl6é meggondolassal a BP D haromszogbdl kapjuk, hogy
PB? + PD? BD?
2 _
por = PEAIEBDT (1 pont)
Ha 6sszeadjuk a két egyenletet és szorozzuk mindkét oldalt 2-vel, akkor rendezés
utan AC? 4 BD?
PA?+ PB? 4+ PC*+ PD* =4 PO* + + (1 pont)
Az AC és BD a rombusz atloi, igy a paralelogramma-tétel alapjan
AC?* + BD* =4 - AB* (1 pont)
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Masrészt a rombusz magasséga 2 - PO, hegyesszoge 45°, tehat
2 1
2. PO = gAB, vagyis 4+ PO = S AB?.

Ezeket felhasznalva
AC? + BD?

5 =4-PO*+2-AB* =

PA?> + PB?>+ PC?> + PD?>=4.-P0O? +

1 5
= 5AB2 +2-AB? = 5AB?.

Osszesen: 10 pont

IT. Megoldas: Iranyitsunk vekttﬂkat az O pontbol a rombusz cstucsaiba és a P
pontba az abra szerint. Legyen OA = a, OB = b és Oﬁ = p. A rombusz atléi

felezik egymaést, igy O? = —(ﬁl = —a tovabba O? = —O? = —b.

A PA szakasz hosszdnak négyzete a (p — a) vektor onmagéval vett skalaris szorzata,

emiatt

PA*+PB*+ PC*+PD* = (p—a)*+ (p—b)*+ (p+a)*+ (p+0b)* = 4p° + 2a° + 2b°.

Ebbdl egyrészt a Pitagorasz-tétel miatt
2a° + 20> = 2 - AB?,

masrészt az elsé megoldasban szerepld gondolattal a rombusz magassaga 2 - PO,
hegyesszoge 45°, tehat

2 1
2-PO = gAB, vagyis 4 '1_92 = QABQ.

Ezzel belattuk, hogy

1
PA?> + PB?>+ PC?+ PD?>=2- AB? + 5AB2 = gABQ.

Osszesen: 10 pont

I. kategoria -4 - 2014/2015

(2 pont)

(2 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(2 pont)

(2 pont)

(1 pont)

(2 pont)

(1 pont)



Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny, Matematika

Megjegyzések:

1. A rombusz kézéppontja koriil rajzolt R su-

ﬁ;\
gari kor tetszGleges P pontjara allando v

lesz a
PA? + PB? 4+ PC* + PD?
kifejezés értéke.

2. A feladat &llitasa altalanosabban is igaz. Egy tetszdleges n-szog (n pontbol
allo pontrendszer) esetén a stlypont, mint kézéppont koriil rajzolt R sugari
kor tetszbleges P pontjanak az n-szog cstcsaitol (a pontrendszer pontjaitol)
vett tavolsagainak négyzetosszege nem fiigg a P pont valasztasatol, azaz

)~ PA? = dllands

=1

Az allitas bizonyitasa a 2. megoldasban k6zolt moédon végezhetd el.

3. feladat: Egy négyzetes oszlop alapélének és magassdgénak szamértéke egész.
A négyzetes oszlop V térfogatanak és A felszinének mérdszamai kozott fennall a
V = 2015 - A 0Osszefiiggés. Hany olyan nem egybevagd négyzetes oszlop létezik,
amely megfelel ezeknek a feltételeknek?

I. Megoldas: Legyen a négyzetes oszlop alapéle a, magassaga b. A feladatban
szerepld feltételek szerint a és b pozitiv egész szamok. A szokasos jelolésekkel

V = a?b, tovabba A = 2a? + 4ab.

Igy
a®b = 2015 - (2a° + 4ab). (2 pont)

Osszuk el az egyenlet mindkét oldalat az a pozitiv egésszel, majd a jobb oldal null4ra
rendezését kovetGen alakitsuk az egyenlet bal oldalat szorzatta.

a-b—2-2015-a—4-2015-b=0, (1 pont)

a-b—2-2015-a—4-2015-b+2-2015-4-2015 = 2- 2015 - 4 - 2015,
(@ —4-2015)(b— 2 -2015) = 2- 2015 - 4 - 2015. (2 pont)

A jobb oldalon all6 porzitiv egész szam barmelyik pozitiv osztdjahoz parositva az
osztoparjat az egyenlet egy helyes megoldasdhoz jutunk. Amennyiben k£ -n =
2-2015-4-2015 és k,n < 0 negativ osztopar, akkor a k = —4 - 2015,n = —2 - 2015
parhoz az a = 0,0 = 0 tartozna, mig a tovabbi negativ parok esetében az egyik
tényez6 abszolut értéke mindenképpen nagyobb lesz, mint a megfelel6 a — 4 - 2015,
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vagy b—2-215 abszolut értéke, igy ezekben a tovabbi esetekben a és b koziil az egyik

negativ egész lenne. (1 pont)
Elegendd tehat a pozitiv osztopéarokra szoritkoznunk. Mivel nem szimmetrikus a két
tényezd, igy minden osztora kiilonbozé megoldast kapunk. (1 pont)
Pontosan annyi megoldésa lesz az egyenletnek, ahany osztoja van a 23 - 20152 szam-
nak. (1 pont)
A porzitiv osztok szdma
d(2®-2015%) = d(2*-5*-13*-31%) =4-3-3-3 = 108. (1 pont)
Tehat 108 kiilonboz6 ilyen tulajdonsagt négyzetes oszlop van. (1 pont)

Osszesen: 10 pont

IT. Megoldas: Legyen a négyzetes oszlop alapéle a, magassaga b. A feladatban
szerepld feltételek szerint a és b pozitiv egész szamok. A szokasos jelolésekkel

V = a®b, tovibba A = 2a” + 4ab.

lgy
a?b = 2015 - (2a® + 4ab). (2 pont)

Osszuk el az egyenlet mindkét oldalat az a pozitiv egésszel, majd majd kezdjiik meg
a rendezést, az a-ra megoldéshoz

a (b—2-2015)=4-2015-b (1 pont)
A jobb oldal pozitiv, tehat a bal oldal is. a pozitiv, mert éthossz, tehat a b—2-2015

kifejezés is, tehat oszthatunk vele. (1 pont)
a-t kifejezve kapjuk:

a = 4-2015-5 (1 pont)
b—2-2015
Tovabb alakitva a tortet
4-2015- (b —2-2015) + 23 - 20152 23 - 20152
0= ( )+ — 42015+ —
b—2-2015 b—2-2015
A nevezdnek (a b — 2 - 2015 kifejezésnek) az el6zek szerint a szamlalé pozitiv osz-
tojanak kell lennie az el6zGek szerint. (2 pont)
Pontosan annyi megoldasa lesz az egyenletnek, ahany pozitiv oszt6ja van a 23-20152
szémnak. (1 pont)

A pozitiv osztok szdma

d(2°-2015%) = d(2°-5%-13*-31*) =4-3-3 -3 = 108. (1 pont)
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Tehat 108 kiilonb6z6 ilyen tulajdonsagi négyzetes oszlop van.

Osszesen: 10 pont

4. feladat: Az ABC haromszog szogei CABZ = 75° és ABCZ = 60°. Legye-
nek az ABC haromszog magassagpontjanak a BC, C'A és AB oldalakra vonatkoz6
tiikorképei rendre X,Y és Z pontok. Kozelité értékek hasznalata nélkiil hatarozza
meg az XY Z és ABC haromszogek teriiletének aranyat!

I. Megoldas: A haromszog mindharom szoge hegyesszog, a magassagpont tehat a
haromszog belsé pontja. Legyenek a haromszog magassagvonalainak a BC, C'A és
AB oldalakkal val6 metszéspontjai rendre D, E és F.

Y

Az AFMFE négyszog két szemben fekvs szoge derékszog, ezért a négyszdg htirnégy-
sz0g, innen azt kapjuk, hogy EMF/ = CMBZ = 105°. Az X pont az M ma-
gassagpontnak a BC' oldalra vonatkozo tiikorképe, ezért C X B/ = 105°. Lathato,
hogy CAB/Z+BXC/Z = 180°. A BAC X négyszog hurnégyszog, az X pont az ABC
haromszog koriilirt kérén fekvé pont. Hasonloképpen lathatjuk be, hogy Y és Z is
a koriilirt kérén levé pontok.

AzABFE és ACF derékszogi haromszégekben ABE/ = ACF/Z = 15°, ebbdl a tiik-
rozés tulajdonsaga miatt ABZ/ = AC'Y £ = 15° kovetkezik.

A keriileti szogek tétele szerintY C'Z/ =Y X Z/Z, igy belattuk, hogy Y X7/ = 30°.

Hasonloan kapjuk, hogy FCBZ = MCD/Z = 30°, és igy a tiikrozés miatt MC X/ =
ZC X/ =60° innen pedig a keriileti szogek tétele miatt XY 7/ = 60°. Eszerint az
XY Z haromszog harmadik szoge derékszog, az XY Z haromszog félszabalyos.

AZ ABC és XY Z haromszogek koriilirt kore kozos, legyen ennek a sugara R. A
tovabbiakban felhasznaljuk a szogekre vonatkoz eredményeinket. Az altalanos szi-
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nusztétel szerint
XY = 2Rsin60° = RV3, és YZ = 2Rsin30° = R.
Az XY Z haromszog derékszogt, ezért teriilete

XZ-YZ R*%3
22

T

Felhasznélva a két sz0g Osszegének szinuszara vonatkozo addicids tételt, hogy:

V6+ V2

sin75° = sin(45° + 30°) = sind5°c0s30° + cos45°sin30° = 1

Ugyancsak az altalanos szinusztétel szerint

pY0+ V2

AB = 2Rsin45° = RV2, és BC = 2Rsin75° = 5

Az ABC haromszog T teriiletére az eddigiek alapjan:

_ AB-BC -sin60°  R*6(V6+v2)  R*V/3(V3+1)
B 2 B 8 B 4 '

T

A két teriilet ardnya

T LEE 2
-1 2 — =+v3-1
T R2V3(V3+1) V3+1

Osszesen: 10 pont
Megjegyzések:

1. Az els6 pontot akkor is megkapja a versenyzs, ha nem bizonyitja be, hogy a
haromszog magassagpontjanak az oldalakra vonatkozo tiikorképei a koriilirt
koron vannak, de helyesen hivatkozik a tételre.

2. A masodik pontot akkor is megkapja a versenyzd, ha el6bb bizonyitja, hogy
ABZ/Z = 15° , majd hivatkozik a keriileti szogek tételére

IT. Megoldas: A haromszog mindhérom szége hegyesszog, a magassdgpont tehat
a haromszog bels6 pontja. Legyenek a haromszog magassagvonalainak a BC, C A és
AB oldalakkal val6 metszéspontjai rendre D, E és F.
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Y

Az AFMFE négyszog két szemben fekvs szoge derékszog, ezért a négyszdg hurnégy-
sz0g, innen azt kapjuk, hogy EMF/ = CMBZ = 105°. Az X pont az M ma-
gassagpontnak a BC' oldalra vonatkozo tiikorképe, ezért C X B/ = 105°. Lathato,
hogy CAB/Z+BXC/Z = 180°. A BAC X négyszog hurnégyszog, az X pont az ABC
haromszog koriilirt kérén fekvé pont. Hasonloképpen lathatjuk be, hogy Y és 7 is
a koriilirt kérén levé pontok.

AzABFE és ACF derékszogi haromszégekben ABE/ = ACF/Z = 15°, ebbdl a tiik-
rozés tulajdonsaga miatt ABZ/ = AC'Y £ = 15° kovetkezik.

A keriileti szogek tétele szerintY C'Z/ =Y X Z/Z, igy belattuk, hogy Y X7/ = 30°.

Hasonloan kapjuk, hogy FCBZ = MCD/Z = 30°, és igy a tiikrozés miatt MC X/ =
ZC X/ =60° innen pedig a keriileti szogek tétele miatt XY 7/ = 60°. Eszerint az
XY Z haromszog harmadik szoge derékszog, az XY Z haromszog félszabalyos.

A teriilet kiszamitasahoz hasznaljuk fel a kivetkezs Osszefiiggéseket:

AB-BC-CA
4R

AB = 2Rsin45°; BC' = 2Rsin60° CA = 2Rsin75°

Tapc =

és
XY YZ.-7X
4R

XY =2Rsin90°; Y Z = 2Rsin60°; ZX = 2Rsin30°

TXYZ =

rendezés utan

AB-BC-CA

Tagc = R = 2R? . 5in45° - sin60° - sin75°
XY . YZ-ZX

Txyz = R = 2R? . 5in90° - sin60° - sin30°
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valamint

\@+\/§.

sin75° = sin(45° 4+ 30°) = sind5°cos30° + cos45°sin30° = 1

A két teriilet ardanya

Txyz  2R?- sin90° - sin60° - sin30° 1.-4.1

Tapc 2R sind5° - sinG0° - sinTo° V2. V3 Vorva

4

2
ey Vel T

Osszesen: 10 pont

5. feladat: Papirbol 6 darab a cm oldalhosszisagi négyzetet N Q
vagtunk ki, majd azokbol egy-egy L-alakot raktunk le a b
cm oldalhossziisagi, négyzet alakt asztallap két szemkdzti N
csucsénal az &bra szerint. (A hatoldalu L-alak kettd oldala
2a, négy oldala pedig a hossztisagi.) Igy az asztallap két
feketével jelolt része kétszer, a csikozéassal jelolt része pedig
egyszer fedett. A nem fedett részek teriiletének Osszege, a & N
kétszer fedett (fekete) részek teriiletének osszege és az egyszer fedett (csikozott)
részek teriiletének Osszege cm2-ben mérve, ebben a sorrendben egy pozitiv tagokbol
allo, monoton novs szamtani sorozat egymast kozvetleniil kovets tagjai. (Az abra
nem méretaranyos.) Hatarozza meg a b és a oldalak ardnyanak pontos értékét!

7

%

I. Megoldas: A nem fedett (fehér) négyszogek barmely oldala vagy valamely a
oldalhosszusagi négyzet egyik oldalara, vagy a b oldali négyzet egyik oldalara illesz-
kedik, ezért ezek szemkozti oldalai paArhuzamosak, szogei 90°-osak, valamint barmely
oldaluk hossza b — 2a, igy ezek olyan négyzetek, amelyeknek teriilete (b — 2a)?.

gy a nem fedett részek teriiletének Gsszege:

3-(b—2a)* = 3b* — 12ab + 12a*.

Hasonloan a feketével jelolt négyszogek is négyzetek, oldalaik hossza pedig a — (b —
2a) = 3a — b.
Igy a kétszer fedett (fekete) részek teriiletének Osszege:

2-(3a — b)? = 18a” — 12ab + 2b*.

Az egyszer fedett (csikos) részek teriiletének Gsszege:

b? — (3b% — 12ab + 12a°) — (18a* — 12ab + 2b%) = —30a® + 24ab — 4b*.
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A héarom teriilet mérészama egy monoton névé szamtani sorozat egymast kozvetlen
kévets eleme, ezért:

18a* — 12ab + 2b* — (3b* — 12ab + 12a*) = —30a” + 24ab — 4b* — (18a* — 12ab + 2b°),

6a® — b* = —48a” + 36ab — 6b7,
50% — 36ab + 54a® = 0,

5-(2)2—36-<2)+54:0,

b 36++/1296—4-5-54 18436

a 10 )

Ha b > 3a akkor nincs kétszer fedett (fekete) rész, ezért 2 < 3.

Ha b < 2a akkor nincs nem fedett rész, s6t az a oldalt négyzetek egy része még le
is loghat az asztalrol. Tehat 2 < g < 3. Ezekbdl kovetkezik, hogy M > % > 3
nem megoldéas. Mivel

10,5_18—3-2,5< 18—3\/6< 18—-3-2,4 10,8

2<
5 5 5 3 5

< 3,

ezért a keresett pontos érték:

18 — 36
S

Osszesen: 10 pont

I1. Megoldas: Ha az elrendezésiinket kétszeresére noveljiik, akkor a négyzetek ol-
dalai is kétszeresek lesznek, mig a teriiletek négyszeresre valtoznak. A teriiletek
kiilénbsége is négyszeres lesz. A szdmtani sorozat tulajdonsidguk is megmarad, hi-
szen a kiilonbségiik is négyszeresre novekszik. Ugyanigy igaz lenne, ha tetsz6legesen
nagyitanank vagy kicsinyitenénk. Tehat vegyiik azt az esetet, amikor a kicsi négyze-
tek (a oldalu négyzetek) éppen egységnyiek, a nagy négyzet (b oldali) mérete pedig
legyen x. A feladat ezen x értékének a meghatarozasa, hiszen ez éppen a keresett
arany.

A nem fedett (fehér) négyszogek barmely oldala x — 2 nagysagi. Ebbgl kivetkezik
az T > 2 egyenl6tlenség, masrészt a teriilete (z — 2)2.

Igy a nem fedett részek teriiletének sszege:

3-(vr—2)°

Hasonloan a feketével jelolt négyszogek is négyzetek, oldalaik hossza pedig 1 — (z —
2) = 3 — z. Ebbdl kivetkezik z-re egy ujabb feltétel: 3 > x.
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Igy a kétszer fedett (fekete) részek teriiletének dsszege:
2.(3—x)? (1 pont)
Az egyszer fedett (csikos) részek teriiletének Osszege:

2?2 —2-(3-12)* =3 (v —2)?° (1 pont)

A héarom teriilet mérészama egy monoton névé szimtani sorozat egymast kozvetlen
kovets eleme, ezért:

4-B—z)P=2"-2-3-2)*-3- (2 —-2*+3- (v —2)° (1 pont)

42% — 24236 = —2® + 122 — 18
522 — 362 + 54 =0

36+ /1296 —4-5-54 18 + 36
T12 = v = \/— (1 pont)

10 5
Mivel 2 < z < 3, ezért a kapott két gyok koziil csak a

18 — 36

—
felel meg. (1 pont)
A keresett pontos érték:

M. (1 pont)

5

Osszesen: 10 pont
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