Oktatasi Hivatal

A 2018/20109. tanévi
Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
elso fordulo

MATEMATIKA I. KATEGORIA
(SZAKGIMNAZIUM, SZAKKOZEPISKOLA)

Javitasi-értékelési utmutato

1.  Atizes szamrendszerben felirt xpozitiv egész szam szamjegyeinek 0sszege 7,
a szamjegyek szorzata 6, és az x szam oszthato 16-tal. Hatarozza meg az
Osszes ilyen szamot.

Megoldés:

A feladat feltételei alapjan a 6 olyan, tizes szamrendszerbeli szamjegyek

szorzatara valo felbontasait keressiik, amelyben a szdmjegyek Osszege 7. 2 pont
Az egyik ilyen felbontas:

(1) 6=1-6.

Ebben a felbontasban a szamjegyek szorzata 6, a szdmjegyek Osszege 7, ezért
ebbdl a felbontasbol két tizes szamrendszerbeli szamot kapunk, a 16-ot és a 61-et. 1 pont

A feladat harmadik feltételének, hogy a keresett x szam 16-tal oszthato legyen, a
két kapott szam koziil csak az
x =16
felel meg, ez a feladat egyik megoldasa. 1 pont

A 6 szdm egy masik lehetséges felbontdsa 6 = 2 - 3, ebben a felbontidsban azonban
a szamjegyek Osszege nem 7, ezért a felbontast két 1-es szorzoval kell boviteniink:
(2) 6=1-1-2-3. 1 pont

Ebbdl a felbontasbol olyan négyjegyii szamot kell eléallitani, amelynek
oszthatonak kell lenni 16-tal, ezért az utols6 két szamjegyébdl alld szdm al2, vagy
a32. 1 pont
Ha az utolso két szamjegybdl allé szam a 12, akkor az1312illetve 3112 szamokat
kapjuk, amelyek koziil csak az 1312 oszthatd 16-tal, ezért az
x =1312 = 1682
a feladat megoldasa. 2 pont

Ha az utolso két szamjegybdl allo szam a 32, akkor az 1132 négyjegyii szamot

kapjuk, amely azonban nem oszthat6 16-tal. 1 pont

A feladat mindegyik feltételének az x = 16 és az x = 1312 szamok tesznek

eleget, ezzel a feladat 6sszes megoldasat meghataroztuk. 1 pont
Osszesen: 10 pont
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2.  Hanyféle mddon allithato el a 2018 legalabb két egymast kovetd pozitiv
egész szam Osszegeként?

Megoldas:

Tegyiik fel, hogy a 2018k darab egymast kovetd pozitiv egész szam Osszegeként
eldallithatd, ahol k > 2, és legyen az els6 szdm a.

A k darab egymast kovetd pozitiv egész szam egy d = 1 kiilonbségli szamtani
sorozatot alkot. 1 pont

A szamtani sorozat k-adik tagja a, = a + k — 1. 1 pont

A szamtani sorozat Osszegképletét alkalmazva
~ata+k-1  2a+k-1 "

1 Sk = k = 2 pont
(D k 5 2 p
A feladat feltétele szerint S, = 2018, tehat az (1) egyenletbdl kdvetkezden
(2) (2a+k—1) -k = 4036. 1 pont
A (2) egyenlet bal oldalan szerepld két pozitiv egész szam paritasa kiillonb6zo, mert
az Osszegiikk péaratlan, valamint nyilvanvalo, hogy 2a+k —1 >k, ezért a
szorzatuk csak kétféleképpen lehet

4036 = 2%2-1009,
mégpedig
3) 2a+k—-1=4036;k=1
és
(4) 2a+k—1=1009;k = 4. 2 pont
A (3) egyenletrendszerbdl nem kapunk megoldast, hiszen a feladat feltétele szerint
k = 1 nem lehetséges. 1 pont

A (4) egyenletrendszerben a k = 4 értékbol egyszerii szamolassal azt kapjuk,

hogy a = 503. 1 pont
Eszerint a 2018 csak egyféleképpen allithatd el legalabb két egymast kovetd

pozitiv egész szam Osszegeként. Ebben az eldallitasban szerepld legkisebb
Osszeadandd az a = 503, az 6sszeadandok szama k = 4.

Szamolassal konnyen ellendrizhetd, hogy valoban

503 + 504 + 505 + 506 = 2018. 1 pont

Osszesen: 10 pont

OKTYV 2018/2019 2 1. forduld



Matematika I. kategoria

3.  Egyladéban megromlott a benne levd almék egy része. Eltavolitunk 10 hibas
almat, igy annak a valdszintisége, hogy a maradékbol véletlenszeriien kivéve
egy almat, az hibas lesz, felére csokken az eredetihez képest. Ezutan még 5
hibas almat kivesziink. Ezzel annak a valoszintisége, hogy a maradékbol
véletlenszerlien egyet kivéve, a kivett alma hibas lesz, az egyotodére
csokken az eredeti allapothoz képest. Hany j6 alma volt a ladaban?

Megoldés:
Legyen ladaban levo 6sszes almak szama n, a hibas almak szama kezdetben x, ekkor
a hibas alma kivételének valoszintisége

X 1 pont
1 P, =—.
(1) L=
Ha kivesziink a hibasak koziil 10 almat, akkor a ladaban lev6 6sszes almak szama
n — 10, a hibas alméak szama pedig x — 10 lesz, igy a hibas alma valasztasdnak
esélye:
) _x-10 1 pont
2" n-10"
Ha ezutan kivesziink még 5 hibas almat, akkor a 1adédban levd almak szama n — 15,
a hibas almék szdma pedig x — 15.
Ez azt jelenti, hogy a ladaban maradt almak koziil egyet véletlenszerlien véalasztva
annak az esélye, hogy a kivalasztott alma hibas
x—15
3 P, = . 1 pont
(3) 3 =1t
A feladat tovabbi ket feltétele szerint
1 1
P2=EP1J P3=§P1.
amelybdl 2P, = Py, illetve 5P; = P; kovetkezik. 1 pont
Ebbdl pedig (1) és (2), valamint (1) és (3) alapjan azt kapjuk, hogy:
0 2x—20 x
n—10 n’
tovabba
5 —-75 «x
5 ==, 1 pont
®) n—15 n
A (4) egyenletbdl a nevezdkkel beszorozva és rendezve
(6) xn = 20n — 10x,
az (5) egyenletbdl pedig hasonldan
(7) 4xn = 75n — 15x. 1 pont
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A (6) egyenlet mindkét oldalat 4-gyel szorozhatjuk, majd a kapott egyenlet és a
(7) egyenlet jobb oldalait egyenlévé téve

80n — 40x = 75n — 15x,

innen pedig rendezés és egyszerlsités utan
n=5x. 1 pont

A kapott 0sszefliggést a (6) egyenletbe irva, a miiveletek elvégzésével,
rendezéssel €s egyszertsitéssel az
x2—18x =0

masodfoku egyenlethez jutunk, amelynek gyokei x; = 0 és x, = 18. 1 pont

Az x; = 0 a feladatnak nem megoldasa, mert ellentmond a feladat szovegének.
Ebbdl az kovetkezik, hogy csak x = 18 lehetséges.

A ladéaban lev6 jo almék szama eszerint 72. 1 pont

Kezdetben az 6sszes almak szama 90, a hibas almak szama 18 volt, ezért a hibas

alma kivételének valdszinlisége
18 1

505
10 hibas alma kivétele utan a ladaban dsszesen 80 alma maradt, ebb6él 8 hibas,
vagyis a hibas alma kihuzasanak esélye

8 1

| 80" 10’
az eredeti valosziniiség felére csokkent.
Ujabb 5 hibas alma kivételével a lddaban maradt almak szama 75, ezek kozott 3

hibéas maradt, tehat a hibas alma kivételének valosziniisége ekkor

3 1
75 25’
ez pedig valoban 6todrésze a kiinduld esethez tartozo valdsziniiségnek. 1 pont

Osszesen: 10 pont

Megjegyzés:

A megoldas soran a feladat szovegével dsszhangban feltettiik, hogy az dsszes
almak szama 15-nél tobb, vagyis n # 0; n # 10 valamint n # 15,

igy az (1)-(2)-(3) egyenletekben szerepld tortek mindegyike értelmezve van.
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4. Az ABCD hurnégyszog AC atlgja a hurnégyszog kortilirt kdrének atmérdje.
Bizonyitsa be, hogy a négyszog szemkozti oldalainak a BD atlora esé
merblegesvetiiletei egyenld hosszuak.

1.Megoldas:
Az ABCD hurnégyszog korilirt korének atmérdje AC, a kor kozéppontja O.

Thalész tétele értelmében ABCX = 90°, és ADCx = 90°.
Ugyanakkor a BAC« = a ¢és DBA< = f§ jelolésekkel a hurnégyszog koriilirt
korében a keriileti szogek tétele miatt

BDCx = a; DCAx = f.

is fennall (1. 4bra). 2 pont

Az ACB derékszogli haromszogben AB = AC - cosa, az ABE derékszogl

haromszogben pedig BE = AB - cosp.

Ebbdél az kovetkezik, hogy

(D BE = AC - cosa - cosf. 2 pont

Hasonloképpen az ACD derékszogli haromszogbdl a f hegyesszog koszinuszanak

definicioja alapjan azt kapjuk, hogyCD = AC - cosf, a CDF derékszogi

haromszogbdl pedig azt, hogy DF = CD - cosa.

Ez azt jelenti, hogy

(2) DF = AC - cosf - cosa. 2 pont

Az (1) és (2) 6sszefuiggések szerint

(3) BE = DF = AC - cosa * cospf,

tehat a hurnégyszog AB és CD oldalainak a BD atlora esé mer6leges vetiiletei

egyenld hosszuak. 1 pont

A BE ¢és DF szakaszok hosszanak egyenldségébdl BF = DE is kovetkezik,

hiszen az 1. abra alapjan vilagosan latszik, hogy BF = BE + EF, valamint

DE = DF + EF. 2 pont

Az ABCD hurnégyszog szemben levé AB; CD illetve AD; BC oldalainak a BD

atlora es6 merdleges vetiileteinek hossza tehat egyenld, ez éppen a feladat

allitésa. 1 pont

Osszesen: 10 pont
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2.Megoldas:
Az ABCD hurnégyszog koriilirt korének O kdzéppontjan at megrajzoltuk a BD

atloval parhuzamos e egyenest, amelyet az A; C pontokbol a BD atlora bocsatott

merdlegesek rendre az E;; F; pontokban metszik. Az O pontbol a BD atlora

allitott merdleges talppontjat O,-gyel jeloltiik (2. abra). 2 pont
e

Az AOE; és COF; derékszogli haromszdgek egybevagok, mert az
AOE; <« és COF; < hegyesszogek csucsszogek, tovabba nyilvanvalo, hogy
A0 = (O, ez két szakasz a kor egy-egy sugara. 2 pont

Az AOE, és COF; derékszogl haromszogek egybevagosaga azt is jelenti, hogy
OE; = OF;, mivel pedig 00, FF,, valamint 00, EE; téglalapok, ezért

(1D 0.E = O4F. 2 pont

Az ABCD hurnégyszog kortilirt korének O kdzéppontjabol a kor barmely
hurjara bocsatott mer6leges felezi a hurt, ezért az O, pont a BD szakasz
felezOpontja. 1 pont

Ebbdl pedig (1) alapjan az kovetkezik, hogy

BE = 0,B — 0O.E = 0,D — O4F = DF,
azaz
(2) BE = DF .
Hasonlodan kapjuk, hogy

BF = 0B + 0OF = 0,D + O.E = DE,

vagyis

(3) BF = DE. 2 pont

A (2) és (3) Osszefiiggések éppen azt jelentik, hogy a htirnégyszog szemkozti

oldalainak a BD atlora es6 merdleges vetiiletei egyenld hossziak. 1 pont
Osszesen: 10 pont

Megjegyzés:

A feladat allitasa kdnnyen igazolhato arra a specialis esetre, amikor az AC 4tlo
mellett a BD atl6 is atmérdje az ABCD hurnégyszog koriilirt korének.
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5. A mellékelt &bra szerinti téblan
korongokkal jatszunk. Indulaskor 3
korong van a tablan, a rajzon ezeket a
nagyobb korok jelzik. Két pont
szomszédos, ha €l koti Ossze Oket. A
tabla szabad pontjaiba egyenként
tovabbi korongokat akarunk helyezni
ugy, hogy ha a feltett korongnak van
kozvetlen szomszédja (egy vagy tobb),
akkor a szomszédok koziil pontosan
egyet kotelez6 levenni. A  jaték
folyaman mennyi lehet a tablan 1évo korongok
a)  minimalis szdma?

b)  maximalis szama?
C)  Adjon meg egy eljarast a maximalis érték eléréséhez.

Megoldas:
Ha egy korongot feltesziink a tablara, akkor, amennyiben a feltett korongnak van

szomszédja, akkor egy korongot le kell venniink, azaz a tablan levé korongok
szdma nem valtozik. Ha a feltett korongnak nincs szomszédja, akkor a szabalyok
szerint a tdblan marad, vagyis a tablan levé korongok szamat noveltiik. 1 pont

Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy a tablan levd korongok minimalis szama 3. 1 pont
A korongok szamanak maximalis értéke nem lehet14.

Ugyanis a tablan levé 15 pont mindegyike olyan tulajdonsagua, hogy van legalabb
két szomszédja. 1 pont
Ezért, ha feltételezziik, hogy a tdblara mar 13 korong folkertilt, akkor pontosan

két helyen nincs még korong, ezek barmelyikére a 14. korongot foltéve, annak

legalabb egy szomszédja lesz a tablan levd korongok koziil, vagyis a jatékszabaly

szerint egy korongot le kell venni. 1 pont

Ebbdl azonnal adddik, hogy a tablara helyezhetd korongok maximalis szdma 15
sem lehet. 1 pont

igy legfeljebb 13 korong lehet egyszerre a tablan.

Megmutatjuk, hogy 13 korong a jatékszabaly betartasa mellett valoban

elhelyezhetd a tablan.

A tabla als6 vizszintes soranak 5 pontjat balrol indulva betlizziik meg, a pontok

jele Ay; Ay Ag; Ay As. A tabla kovetkez soranak pontjai By; By; Bs; By, a

harmadik sor pontjai C;; C,; C5, a negyedik sorban vannak a D;; D, pontok,

végiil az 6todik sor egyetlen pontja E.

A jaték inditasa el6tt a tablan a B,; Bs; C, pontokban van korong, ezeket elébb
fokozatosan leszedjiik, kdzben az A;; A,; As; Ay As sort tobb 1épésben

feltoltjik korongokkal. 1* pont

Tegylink a B; pontba egy korongot és a jatékszabaly szerint vegyiik le a B,
pontban fent levot.

Ezutan tegyiink egy korongot az A; pontba és vegyiik le a B; pontba elézdleg tett
korongot. Az A, pontba helyezett korongot a tovabbiakban mar nem mozditjuk
el.
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A kovetkezd 1épéssorozattal pedig korongot helyeziink az A, pontba:

korongot tesziink B,-re és levessziik Bs-at, majd A,-re tesziink korongot és a
jatékszabalyt betartva levessziik a B, pontbeli korongot. Ezutan az A, pontbeli
korong mér nem mozdul el.

Ezutdn a B; pontba téve korongot, levessziik C,-t, hiszen ezek szomszédok, majd
az A5 pontba korongot tesziink, levessziik B;-at és As-at a tovabbiakban nem
mozgatjuk.

Mivel a B, pontnak ebben a helyzetben nincs szomszédja, ezért oda mas korong
levétele nélkiil egy korongot tehetiink, majd A,-be korongot téve levessziik az
imént foltett B, korongot. Az A, pontbeli korong innen mar nem mozdul.

Az eddigi allast tekintve C3-nak nincs szomszédja, oda tehat egyéb korong
levétele nélkiil helyeziink egy korongot, majd visszatesziink B,-be egyet és
levessziik a C; korongot. Végiil az As pontba korongot tesziink, és egyuttal
levessziik B,-et.

Ezzel elértiik azt, hogy a tablan csak az A;; A,; As; As; Ag pontokban vannak

korongok. 2* pont

Az eddigihez teljesen hasonléan tolthetdk fel korongokkal a By; By; Bz; B,

pontok a felettiik levd C;; C,; C; pontok felhasznalasaval, illetve a Cy; Cy; Cs

pontok a felettiik levé Dy; D,és E;pontok segitségével. 1* pont

Ha ezt a feltoltést befejeztiik, akkor a tadblan pontosan 12 ponton all korong.

Helyezziink el ezutan az E; pontba egy korongot, az ezzel szomszédos

D;; D,pontokban nincs korong, tehat nem kell levenniink egy korongot sem. Az

eljaras segitségével tehat valoban sikeriilt a tablara 13 korongot tenniink. 1* pont
Osszesen: 10 pont

Megjegyzés:

A *-gal jelzett pontokat a versenyzd barmely mas, pontosan leirt, helyes eljaras

esetén megkapja.
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6. Az ABCD trapéz parhuzamos oldalai AB és CD, amelyekre AB > CD,
tovabba teljesiil, hogy a trapéz AD szara merdleges AB-re. Az AD szar,
mint atmérd folé szerkesztett kor a BC szérat érinti. Jeloljik a trapéz
atloinak metszéspontjat E-vel és hlizzunk az E ponton at parhuzamost az
AB oldallal, ez az egyenes a BC szarat az F pontban metszi. Az AD szar
felezépontjat O-val jeloljiik.

Bizonyitsa be, hogy AF||0OC és OF L BC.

Megoldas:
A feltételeknek megfeleld abrat készitiink, amelyen az AD atmérdji, O

kozéppontu, R sugaru k kor és a trapéz BC szaranak érintési pontjat G-vel jeldltiik
(3. abra).

3. 4dbra

Megmutatjuk, hogy a feladatban szerepld F pont €s a G €rintési pont azonos.

A k korhoz a B; C pontokbol huzott érintészakaszok egyenldk, ezért az
AB = a; CD = c jeloléssel
€)) BG = a;CG =c. 1 pont

A trapéz AB ¢és CD alapjanak parhuzamossdga miatt az ABE ¢és CDE
haromszogek megfeleld szogei egyenldk, ez a két haromszog tehat hasonlo.
Megfeleld oldalaik aranya

CD CE ¢
— === 1 pont
@ AB AE a’
Az ACBXCA és CB szarain szerepld szakaszokra (1) és (2) alapjan felirhatjuk,
hogy
CE_C6_¢ 1 pont
AE BG a
Ebbdl a parhuzamos szeldk tételének megforditasa miatt azt kapjuk, hogy
EG||AB, ez pedig feltételek alapjan azt jelenti, hogyEF = EG.
Ezért az F és G pontok valoban azonosak.
Ezzel igazoltuk a feladatnak azt az allitasat, hogy OF L BC, hiszen
OF = 0G = R a k kor sugara, CF = CG a k kor érintoje. 2* pont
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Az ABFO négyszogben tehatAB = AF = a és OA = OF = R, tehat a négyszog

deltoid. Hasonldan belathatjuk, hogy a DCFO négyszog is deltoid.

A két deltoidban az OB; OC atlok rendre felezik AOF<«; DOF<« szdgeket, ezért

az abra jeloléseivel

3) a+ [ =90°. 2 pont

A (3) Osszefiiggés azt is jelenti, hogy OC L OB. 1 pont

Ugyanakkor AF L OB is igaz, mivel az ABFO deltoid atléi merélegesek
egymasra.

Tehat az AF és OC szakaszok ugyanarra az OB szakaszra mer6legesek, ezért
parhuzamosaknak kell lenniiik egymassal, ezzel a feladat AF||OC allitasat is

bizonyitottuk. 2 pont
Osszesen: 10 pont
Megjegyzés:

A 2* pontot a versenyz0 nem kaphatja meg, ha a parhuzamos szeldk tételének
megforditasa helyett a pArhuzamos szeldk tételére hivatkozik.
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