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MATEMATIKA |I. KATEGORIA

(szakgimnazium, szakkdzépiskola)

JAVITASI-ERTEKELESI UTMUTATO

1. Adja meg a valos szamok halmazan értelmezett dsszes olyan f(x) = ax + b
fliggvényt, amelyre az a # 0 feltétel mellett teljesil, hogy f(a) = (a — b)? és

f(b) =2a+b.

Megoldas:
Vizsgaljuk az f(x) = ax + b lineéris fuggvény helyettesitési értékeit x = a és
x = b helyeken.
Ha x = a, akkor
1) f(a) = a®+b,
és x = b esetén
2 f(b) =ab +b. 2 pont
A feladat feltételei, illetve (1) és (2) alapjan a kovetkez6 egyenleteket kapjuk:
(3) (a—b)? =a?+b,
4) 2a+b =ab +b. 2 pont
A (3) egyenlet a miiveletek elvégzése €s rendezés utan
(5) b? —2ab — b = 0.
A (4) egyenlet rendezés utan:

2a —ab =0, 2 pont
illetve a bal oldal szorzatta alakitasaval:

a(2—-b)=0.
A feladat feltétele szerint a # 0, ezért az egyenletbdl b = 2 kdvetkezik. 2 pont
Ezt az (5) egyenletbe visszahelyettesitve

4—4a—-2=0,
amelybdl
1

a=-
adodik. 1 pont
Az egyenletrendszer megoldasa soran ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért az

1
fx) = Sxt 2
az egyetlen olyan fuiggvény, amelyre a feladat feltételei teljestinek. 1 pont
Osszesen: 10 pont
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2. Egy téglalap alaku papirlap oldalai 2019 és 2020 egység hossztak. Mekkora az
egyik atlé mentén torténd 6sszehajtassal keletkezo sikidom terulete?

1. megoldas:
Tekintsiik a kovetkezo abrat (1. abra).

D c

2020 —
BT i & D
-------------- xT E
A - 2019 B
1. abra

Az abra jeléléseit hasznalva az ABED'C konkav 0tszog teriiletét kell meghatarozni,

ahol a D’ pont a D pont AC atléra vonatkozo tiikorképe. 1 pont
Az ABE, = CD'E,, mert CD' = CD = AB, valamint az ABE< = CD'E< = 90°, és
az AEB< = CED'<, ut6bbiak cstcsszdgpart alkotnak. 1 pont

Legyen EB = ED' = x, ekkor AE = EC = 2020 — x. Felirjuk a Pitagorasz-tételt
az ABE,-re:
20192 + x2 = (2020 — x)?.

2 pont
A zéréjel felbontésa es rendezés utan
4040x = 4039,
tehat
4039
X = m
1 pont
Ennek segitségével az ABE), terllete:
— 2019 '% _ 8154741 100925
ABEA 2 8080 ’
terlletegység. 2 pont
Az AD'C, = ADC,, ezért a teriilete megegyezik a téglalap teriiletének felével, tehat
2019-2020
Tapcy =——5 = 2039190
terliletegység. 2 pont
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A keresett konkav 6tsz0g teriiletét az ABE, és az AD'C, terlletének dsszegeként
kapjuk meg, vagyis 1009,25 + 2039190 = 2040199,25 teriletegység. 1 pont

Osszesen: 10 pont

2. megoldas:
Tekintsiik a kovetkez6 abrat (2. abra).
D C
2020 — z I‘._
F 1
r-"a D'
___________ G
A 2019 B
2. abra

Az abra jeldléseit hasznalva az ABED'C konkav 0tszog teriiletét kell meghatarozni,

ahola D’ pont a D pont AC atléra vonatkozo tukorképe. 1 pont
Az ABE, = CD'E,, mert CD' = CD = AB, illetve ABE< = CD'E<« = 90°, tovabba
AEB< = CED'«, mert cslicsszogek. 1 pont
Ekkor AEC, egyenld szara, mert AE = CE. Legyen F pont az AC szakasz
felez6pontja, ésm = EF az AEC, magassaga. 1 pont

A tiikrozés miatt DAC& = D'AC<, és AFE, illetve ADC, is derékszogli, ezért az
AFE,~ADC,, igy a két haromszogben a megfelel6 oldalak aranya egyenld:

m 2019
(1 AF = 2020°
1 pont
Az AF szakasz hossza a téglalap atléjanak fele, tehat
V20202 + 20192
= > ,
és igy az (1) 6sszefliggésbol
V20202 + 20192 2019
m= 2 12020
2 pont
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Az 0Otszog teruletét megkapjuk, ha az ABC, teriiletéhez hozzaadjuk az AD'Cx
teriiletét és levonjuk bel6le az AE C, teruletét. 1 pont

Ezért

20192020
Tapc = Tyup'c = — = 2039190

teruletegység,

;o _ACm _ V20202420197 V20207 +2019% 2019 _
AEC =T T ANTm = 2 2 2020
= 2038180,75
terlletegység. 2 pont
Igy a konkav Gtszog teriilete 2 - 2039190 — 2038180,75 = 2040199,25
terliletegység. 1 pont
Osszesen: 10 pont
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3. Legyenek azok a pozitiv egész szamok ,,unalmasak”, amelyeknek a tizes szam-
rendszerbeli alakja legalabb kétjegyli, és a szamjegyei szigoruan monoton
novekvo vagy szigortian monoton csdokkend sorrendben kovetik egymast.

a. Hany haromjegyti, csupa paratlan szamjegyekbol allo ,,unalmas” szam
van?

b. Szédmolja ki az 6tjegyli ,,unalmas” szamok 0sszegét.

Megoldas:

a) Azokat az abc tizes szamrendszerbeli haromjegyii szamokat keressiik,
amelyeknek a szamjegyei az {1; 3; 5; 7; 9} halmazbo6l valdk, és vagy a < b < ¢
vagy a > b > c.

Barhogyan is valasztunk ki harom kiilonb6z6 elemet az {1; 3; 5; 7; 9} Otelemi
halmazbol, azok minden esetben csak egyféleképp rendezhetok novekvd és

egyféleképp csokkend sorrendbe. 1 pont
5 elembdl 3 kiilonboz6 elemet (g) = 10 féleképp lehet kivalasztani. 1 pont

Tehat 2 - 10 = 20 darab haromjegyii, csupa paratlan szambo1 all6 ,,unalmas” szam
van. 1 pont

b) Azoknak az abcde tizes szamrendszerbeli o6tjegyii szamoknak az
Osszegét  keressik, amelyekben vagy O0<a<b<c<d<e<9 vagy
9>a>b>c>d>e=>0.

Mivel a értéke nem lehet 0, ezért a szigoruan monoton névekvé szamjegyekbdl allo

abcde 6tjegyli szamok szdma (g) = 126.
A szigor@ian monoton csdkkend szamjegyekbdl allo abcde 6tjegyli szamok szdma

(150) = 252. 1 pont

Minden ,,n6vekv6” szamhoz rendeljik hozza azt a ,,csokken6” szamot, amely a
megfeleld szamjegyeket éppen 10-re egesziti Ki (pl.:12345 +— 98765). Ezen 126
szampar mindegyikének dsszege 111110. 1 pont
A maradék 126 ,,csokkend” szam 0sszegzését helyiértekenként végezziik el.
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Az 0sszeghben:
e Minden szam nullara végz6dik, mivel ezeknek a szdmoknak nem volt parjuk az

elébbi parositaskor.

7
3
5\ _ 4\ aeoae (3
(3)—10 db 4-es, (3)—4 db 5-6s és (3
bsszege:10-(56-1+35-2+20-3+10-4+4-5+1-6)=2520.

6 _
2)-2—30 db 3-as,

)-4=24 db 5-0s, (3)-5=15 db 6-0s és

6
3

) =1 db 6-0s szerepel, igy ezek

e A tizes helyiértéken (2) =56 db Les, (1) = 35 db 2-¢s, (%) = 20 db 3-as

e A szézas helyiértéken (;)-1=21 db 2-es, (

4

> +3=30 db 4-es,
() (;

2
(;) -6 = 6 db 7-es szerepel, igy ezek 6sszege:
102-(21-2+30-3+30-4+24-5+15-6+6-7) = 50400.

2 — . 3 = -
2)_6 db 3-as, 5 (2)_15 db  4d-es,

_ (0 = o g

)—30 db 6-0s, 2 (2)—30 db 7-es es

e Az ezres helyiértéken 6- (
4. (3) =24 db 50s, 3 (g
(;) = 21 db 8-as szerepel, igy ezek 6sszege:

103-(6-3+15-4+24-5+30-6+30-7+21-8) = 756000.
] o 3\ _ 4\ ao (5 _ i
e A tizezres helyiértéken (3) =1 db 4-es, (3) = 4 db 5-0s, (3) = 10 db 6-o0s,

(g) = 20 db 7-es, (;) = 35 db 8-as és (g

osszege: 10*-(1-4+4+4-5+10-6+20-7+35-8+56-9) = 10080000. 3 pont
Tehat a maradék 126 darab ,,csokkend” szam 0sszege:
2520 + 50400 + 756000 + 10080000 = 10888920. 1 pont
Ehhez hozzdadva a 126 par szam ¢sszegét:
10888920 + 126 - 111110 = 24888780 az 6tjegyli ,,unalmas” szdmok dsszege. 1 pont

) = 56 db 9-es szerepel, igy ezek

Osszesen: 10 pont
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4. Az ABCD konvex négyszogben DBA« = DAC<« = 30°, ADC< = 90° ésaz AC
atlo merdleges az AB oldalra. Legyenek AB; BC; CD; DA oldalak felez6pontjai
rendre E; F; G; H. Hatarozza meg az EFGH négyszog oldalainak hosszat és
teriiletét, ha a BC oldal hossza 2v/7 cm.

Megoldas:

Tekintsiik a kovetkez6 abrat (3. abra).
B FE A

3. abra

Az EF szakasz az ACB, kdzépvonala, illetve GH szakasz az ACD, kbézépvonala,
ezert EF és GH szakaszok parhuzamosak az AC atldval, igy egymassal is, tovabba

AC
EF = GH = —.
2
1 pont
A fentiekbol kovetkezik, hogy EFGH négyszog paralelogramma. 1 pont

Az AOBj-ben ABO<« = 30°, és BAO<« = 90°, emiatt az AOBx = 60°, vagyis a
haromszog ,.félszabalyos”. Legyen AO = x, ekkor AB = x -3 és BO = 2 - x. 1 pont
Ha AOB<« = 60° akkor AOD<« = 120° mert mellékszogpart alkotnak, igy
ADO<« = 30°. Ekkor az AOD, egyenl6 szaru, tehat DO = AO = x.
Az 0CD, egyenl6 oldalu, mert COD<«x az AOC< csucsszogparja, tehat 60°-0s, és
ODC«x = 90° — 30° = 60° vagyis OCD, minden oldala CD =0C = DO = x,
tehat AC = 2x. 1 pont
Ezutén felirjuk az ABC derékszogli haromszogre a Pitagorasz-tetelt
AB? + AC? = BC?.

Helyettesitsiik be az oldalak helyére a megfelelé valtozdkat

(V3x)" + (20?2 = (2v7)".

majd a zarojelek felbontéasa és rendezés utan
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x%2 =4,
amelybdl a pozitiv gyok az x = 2. 2 pont
Innen az EFGH paralelogramma oldalai

AC
EF = GH= 7=2CIT1.
Mivel BD = BO + DO = 3x = 6 cm, ezért

BD
EH = FG = 7=3cm

2 pont
Az FEH& = COD<x = 60°, mert egyallasu szogpart alkotnak, igy a paralelogramma
teriilete EF - EH - sin60° = 3v/3 cm?. 2 pont

Osszesen: 10 pont
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5. Oldja meg a valés szamharmasok halmazén az
1
x2+y2+zz+z—2=15; 2x +3y =13

egyenletrendszert.

1. megoldas:
Az els6 egyenlet kezdeti feltétele z # 0.

1 pont

Ha az els6 egyenletbdl kivonjuk a masodik egyenlet kétszeresét, azt kapjuk, hogy

1
x2+y2+zz+z—2—4x—6y=—11.

Teljes négyzetekke rendezziik a megfeleld tagokat
1
(x2—4x+4)+(y2—6y+9)+(z2—2+z—2) =0,

amelybdl
2

(x—2)2+(y—3)2+(z—%) —0.

2 pont

2 pont

A masodfoku tagok 6sszege pontosan akkor nulla, ha minden tagjanak értéke

egyenként nulla.

Az els6 tag pontosan akkor nulla, ha x = 2.

A kozéps6 tag pontosan akkor nulla, ha y = 3.

Végil a harmadik tag pontosan akkor nulla, ha z = +1.

1 pont
1 pont
1 pont
1 pont

Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy az egyenletrendszernek két szamharmas tesz

eleget,azx =2,y =3,z=—-1¢esazx =2,y=3,z=1.

2. megoldas:
Az els6 egyenlet kezdeti feltétele z # 0.
Mivel
1
z? + — >2
z

tetszéleges z # 0 értékre, emiatt

1
x2+y2+z2+z—22x2+y2+2.

OKTYV 2019/2020
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Ezt felhasznélva adddik, hogy
x2+y%2+4+2<15,
amibol
x?+y?2<13. 1 pont
Ez megfelel egy V13 sugar( zért korlap (x; y) koordinataji pontjainak.
Keressiik ennek a korlapnak és a 2x + 3y = 13 egyenletii egyenesnek a
metszéspontjait.

Kifejezziik az egyenes egyenletébdl x-et

_13-3y
Xx=—"0.
1 pont
Behelyettesitve a korlap egyenldtlenségébe azt kapjuk, hogy
13 — 3y\°
( > y) +y?% < 13.
Az egyenldtlenség rendezése utan, azt kapjuk, hogy
y?—6y+9<0, 2 pont
amelynek a megoldasa az y = 3, hiszen (y — 3)? < 0 csak igy allhat fenn. 1 pont
Ebbdl adodik, hogy
_13-9 )
x=——=2.
1 pont
Tehat
22+3%+2z°+—=15,
z
vagyis
1
22 + Z_2 =2
amibdl . z% = 1, illetve z = +1 kdvetkezik. 1 pont
Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy az egyenletrendszernek két szamharmas tesz
eleget, mégpedig
x=2,y=3,z=-1; x=2,y=3,z=1
1 pont
Osszesen: 10 pont
OKTYV 2019/2020 1. forduld
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3. megoldas:
Az els6 egyenlet kezdeti feltétele z # 0. 1 pont
Mivel
1
z2 + 2 2
z

tetszéleges z # 0 értékre, emiatt
x2+y2+zz+zl—22x2+y2+2.
1 pont
Ezt felhasznalva adddik, hogy
x> +y?+2<15,
amibdl
x?+y% <13 1 pont
Vezessik be az u(2; 3) és v(x; y) vektorokat. Ekkor a két vektor skaldris szorzatara
u-v=2x+3y=13.
Ha a két vektor altal bezart szoget « jeldli, akkor a skalaris szorzat definicidja szerint
u-v=\ul- |5|-cosa=\/ﬁ'm-cosa.
1 pont
A két eredmény 0sszevetése alapjan
13 =\/ﬁ'\/m-cosa,
amib6l cos @ < 1 miatt kovetkezik, hogy
13 < V13- /x2 +y?,
és végul (figyelembe véve, hogy mindkét oldal pozitiv) négyzetre emelés és
egyszeriisités utan adodik, hogy
13 < x%+y2
Mivel x2 + y2 < 13 is teljesul, ezért
x?+y?=13. 2 pont
Egyenl6ség csak akkor teljestilhet, ha cosa = 1, azaz ha a két vektor egymassal
egyallast. Ekkor ©(24,32) alaku, és a két vektor skalaris szorzata 41 + 91 = 13,
amib61 A =1,igyx =2ésy = 3. 2 pont
Tehat
22+32+zz+i2= 15,
VA
vagyis
z% + Zl_z =2

amibdl . z2 = 1, illetve z = +1 kovetkezik. 1 pont
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Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy az egyenletrendszernek két szamharmas tesz
eleget, mégpedig

x=2,y=3,z=-1; x=2,y=3,z=1
1 pont
Osszesen: 10 pont
OKTV 2019/2020 1. forduld
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6. Egy dobokocka lapjai 1-t61 6-ig vannak szamozva. Egy bolha a dobokocka 1-es
szamU lapjan pihen. A bolha egy ugrassal kizarélag a szomszédos lapok
valamelyikére tud ugrani, és azok koziil barmelyikre egyforma valdsziniiséggel.
Onnan ismét egy vele szomszédos lapra ugorhat. Mennyi a valosziniisége, hogy
Ot ugréas utan a bolha a kiindulé 1-es szamu lapra érkezik vissza?

Megoldas:

Kulonboztessik meg a lapokat aszerint, hogy ugorhat-e a bolha onnan az 1-es lapra
vagy sem.

Legyen x tipust a dobokocka 1-es lapja és a szemkdzti lap. Innen nem ugorhat a
bolha az 1-es lapra.

Legyen y tipusu a dobokocka maradék 4 lapja. Ezek barmelyikér6l a bolha az 1-es
lapra

1
P(y,1) = 2

valoszintiséggel tud ugrani.
A bolha x tipusu laprél nem ugorhat x tipusura, ezért

P(x,x)=0.
A bolha x tipusu laprdél mindig csak y tipusura tud ugrani, ezért
Plx,y)=1.

A bolhanak y tipusu laprol két lehetésége van X tipustra, és szintén két lehet6sége
van y tipusu lapra ugrani, ezért

1
Ply,x) =P(,y) =5.
A bolha els6 ugrassal csak y tipusu lapra ugorhat, az utolsé ugrasakor pedig csak y

tipust laprol ugorhat az 1-es lapra.
A bolha kedvez6 ugrasai a kovetkezéképp alakulhatnak:

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Kezd6 lap | 1. ugras | 2. ugrés | 3. ugras | 4.ugrads | 5. ugrés | Valosziniiség
(x) utan utan utan utan utan
1 y X y y 1 P,
1 y y X y 1 P,
1 y y y y 1 Py
OKTV 2019/2020 1. fordulo
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1 11 1
Pr=PLy)-P(,x) Plx,y)-P(y,y)- PO, D) =1-5-1-5- 2 =2
1 pont
P, = P(1Ly) - P(,y) - P(32) - P(,y) - Py, 1) = 12213 = =
2 = Y vy VX X,y Y - 2 2 4_16.
1 pont
1111 1
Ps=P(Ly)-P(y,y) - PO,y) - Py,y) - Py =1-2-5-5- 2=
1 pont
Mivel a harom esemény diszjunkt, ezért annak a valoszinlisége, hogy 6t ugras utan
a bolha az 1-es szdma lapra érkezik vissza
PPt Pyb Py m b b=
St TR U316 16 320 32°
1 pont

Osszesen: 10 pont
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