Oktatasi Hivatal

A 2019/2020. tanévi
Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
masodik fordulo

MATEMATIKA I. KATEGORIA

(szakgimnazium, szakkdzépiskola)

JAVITASI-ERTEKELESI UTMUTATO

1. Aladar 6sszeadta a pozitiv egész szamokat 1-t6l n-ig, és eredményiil 2020-at kapott.
Ezutan rajott, hogy a szdmolésa hibds, mert az 6sszeadasnal valamelyik szdmot kihagyta.

Meddig adta 6ssze a szamokat Aladar, és melyiket hagyta ki?

Megoldas:

Legyen k az a pozitiv egész szam, amelyiket Aladar kihagyta az 6sszeadds soran.
Az Osszeadast felirva az

1) 1+24+--+n=2020+k
egyenletet kapjuk, ahol
2 1<k<n.
Az (1) egyenlet bal oldalat irjuk fel zart alakban, amely utan az
nn+1)
— =2020+k
egyenlethez jutunk. Atalakitas utan k-ra rendezve az
(3) 1

2+1 2020 =k
"t Ton -

egyenletet kapjuk.
A (2) alapjan a kovetkezd egyenldtlenségrendszerhez jutunk:

1<1 2+1 2020 <
_271 2n S Nn.

2 2

Az egyenlbtlenség megoldasa n > 64, ahol n pozitiv egész szam.

A masodik egyenldtlenség nullara rendezve:

LI 2020<0
SN’ —on <0.

Az egyenlétlenség megoldasa 1 < n < 64, ahol n pozitiv egész szam.

A fentiek alapjan az egyenl6tlenségrendszer egyetlen megoldasa n = 64.
Ezt visszahelyettesitve a (3) egyenletbe k = 60.

Tehat Aladar a szamokat 1-t0l 64-ig adta 0ssze, és a 60-as szamot hagyta ki.
Ellen6rizve (1 +2 + ---+ 64) — 60 = 65-32 — 60 = 2080 — 60 = 2020.

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

Osszesen: 10 pont
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2. Szamitsa ki a p és r valos paraméterek értékét, ha a px — 6y = 12 egyenletli egyenes
merdleges az 5x+ry =7 egyenleti egyenesre, ¢és a két egyenesnek az
abszcisszatengellyel valé metszéspontjai egységnyi hosszusagl szakaszt hataroznak meg.
A kapott paraméterek segitségével irja fel az egyenesek egyenletét.

Megoldés:

A feladatban szerepld egyenesek egyike sem lehet parhuzamos a derékszégli koordinata-
rendszer tengelyeivel. Ellenkez6 esetben nem teljesiilne a feladat azon feltétele, hogy a két
egyenesnek az abszcisszatengellyel valdo metszéspontjai egy egységnyi hosszisagu szakaszt

hataroznak meg. Ebbdl az is kovetkezik, hogy p # 0 és r # 0. 1 pont

Atalakitjuk a két egyenes egyenletét:

) D 5 7 1 pont
e.y—6x 2, fiy= rx+r'

A feltétel szerint a két egyenes merdleges egymasra, ezért meredekségiik szorzatara teljesiil,
hogy

E_(_E)__l 2 pont
6 r)

azaz

2 S5p = é6r. 1 pont

Legyenek e és f egyeneseknek az abszcisszatengellyel vald metszéspontjai rendre E és F.
Ezen pontok masodik koordinataja nulla, ezért (1) alapjan kiszamithatjuk mindkét pont elsé
koordinatajat. Eszerint

p 5 7
e:gx—2=0; f:—;x+;=0,
ahonnan egyszerli szamolassal adodik, hogy
12 7
E(—;O); F(—;O).
p 5 1 pont
A feladat feltétele miatt EF = 1, ezért
3) 12 7| _
p 5l 2 pont
A (3) egyenlet kétféleképpen allhat fenn:
12 7
P 5
vagy
12 7
» 5

A kapott egyenletekbdl p értékét kiszamitva, (2) felhaszndlasaval r értékét is megadhatjuk.
Egyszerli szamolas utan a kapott paraméterek értékei:
25

=5rnr=—; =30; r, = 25.
P1 1 6 D2 2 1 pont
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Az e és f egyenesek egyenlete az elsd megoldas szerint

5 6 42
e:yzgx—Z; f:y=—§x+£,
a masodik paraméter-parbol kovetkezden pedig
. . . 1 7
e:y=>5x—2; f.y=—§x+£. 1 pont

Osszesen: 10 pont
Megjegyzés:
Ha a versenyz6 a (3) egyenletet abszolutérték-jel nélkiil irja fel, és igy a p; r paraméterekre
csak egy helyes megoldast kap, akkor az utols6 4 pontbol 2 pontot veszitsen.
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3. Oldja meg a valds szamok halmazan a kovetkez6 egyenletet:

VX2 +x—6—+/—x2 +7x — 10 = /x2 + 9x — 22.

Megoldas:

A négyzetgyok értelmezése miatt teljesiilnie kell a kovetkezd egyenldtlenségeknek:

(1) x2+x—62=0,

(2) —x%2+7x—-10=0,

(3) x2+9x—222>0. 1 pont

Az (1) egyenlStlenség bal oldalan szerepld f(x) = x? + x —6 masodfoku fiiggvény
zérushelyei x;; = 2; x5y = —3.
Eszerint az (1) egyenlOtlenség a

Hy = ]—00; =3] U [2; oof
szamhalmazon allhat fenn. 1 pont
A (2) egyenl6tlenség bal oldalan szerepld g(x) = —x? + 7x — 10 masodfoku fiiggvény
zérushelyei x1, = 2; x,, = 5.
A g(x) figgvény képe lefelé nyilo parabola, ezért a (2) egyenl6tlenség a

H, = [2;5]

szamhalmazon teljestil. 1 pont

Végiil a (3) egyenl6tlenség bal oldalan szereplé h(x) = x? + 9x — 22 masodfoku fliiggvény

zérushelyei x13 = 2; x,3 = —11, tehat a (3) egyenldtlenség a
H3 = ]—00; —=11] U [2; oo
szamhalmazban szerepld valds szamokra igaz. 1 pont

Az egyenlet megoldasai a H = H; N H, N H; halmaz elemei lehetnek.

A szamegyenesen torténd abrazolassal is lathato, hogy H = H, = [2; 5], a megoldast ezen a
halmazon kereshetjiik. 1 pont
A fentiek alapjan a kiindul6 egyenlet igy is irhato:

4) \/(x—Z)-(x+3)—\/(x—2)-(—x+5) =\/(x—2)-(x+11).
Tudjuk, hogy x = 2 eleme a H halmaznak, ¢s a (4) egyenletbdl lathatjuk, hogy ez a szam

kielégiti az egyenletet, tehat x = 2 a feladat megoldasa. 2 pont

Hamost x # 2, akkor a (4) egyenlet mindkét oldalat oszthatjuk a vx — 2 pozitiv kifejezéssel,
ebbdl azt kapjuk, hogy

(5) Vx+3—-vV—x+5=+vx+11.

Az (5) egyenletet atrendezéssel €s négyzetre emeléssel az

(6) x—13=2-/(=x+5) - (x +11)

alakra hozhatjuk. 1 pont

A (6) egyenletben a négyzetgyok értelmezése miatt x > 13, ez az eredmény azonban
ellentmond annak, hogy feladat megoldasa csak a H = [2; 5] halmaz eleme lehet. 1 pont
Ezért a (6) egyenletnek nincs a feltételeknek megfeleld valos megoldasa.
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A feladat egyetlen megoldésa tehat az x = 2 valds szam, a megoldas helyességérdl az eredeti

egyenletbe vald behelyettesitéssel meggydzddhetiink. 1 pont
Osszesen: 10 pont

Megjegyzés:

Ha a versenyz6 eljut az (5) illetve (6) egyenlethez, akkor innen tovabbi négyzetre emeléssel

megkaphatja az 5x? — 2x — 51 = 0 masodfoku egyenletet, amelynek gydkei x; = 3,4 és

x, = —3. Amennyiben a kapott szdmokat ellenérzés nélkiil a feladat megoldasainak tekinti,

illetve nem veszi figyelembe az x € H feltételt, akkor az utolso két pontot veszitse el.
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4. Zsuzsi egy szabalyos dobokockaval 6tszor dobott egymas utan, majd a dobott szamokat
felirta egy papirlapra. Ezutan a szamok kiilonbségeinek abszolutértékeit egy masik lapra
irta. Ezen a lapon tehat 10 szam szerepel. Mennyi a valoszinlisége, hogy a masodik
papirlapra felirt szamok kdzott tobb paros szam van, mint paratlan?

Megoldés:

Elegendo a dobasok paritasat vizsgalni. Eszerint Zsuzsi az els6 lapra felirhat:

1) 1-féleképp 5 paros szamot,

2 5-féleképp 4 paros és 1 paratlan szamot,

3) 10-féleképp 3 paros és 2 paratlan szamot,

4) 10-féleképp 2 paros és 3 paratlan szamot,

(5) 5-féleképp 1 paros és 4 paratlan szamot,

(6) 1-féleképp 5 paratlan szamot. 2 pont
Ez 6sszesen 32 lehetdség (Gsszes eset). 1 pont

Hasznéljuk fel, hogy azonos paritasu szdmok kiilonbsége paros, kiilonbozoké paratlan, és

vizsgaljuk a masodik lapra irt szamokat: 1 pont
Az (1) és a (6) esetben 10 darab paros szam kertil a lapra. 1 pont
A (2) és a (5) esetben 6 darab paros szdm és 4 db paratlan keriil a lapra. 1 pont
A (3) és a (4) esetben 4 darab paros szam ¢€s 6 db paratlan keriil a lapra. 1 pont

A kedvezd esetek szamat az (1), (2), (5) és (6) eset adja, ami dsszesen
1+5+5+1=12eset. 1 pont
A klasszikus valdsziniiségi modell alapjan annak a valdsziniisége, hogy a masodik lapon

tobb paros szam szerepel, mint paratlan:

12 3 2 pont
P = —_—= - =
37-38 0,375

Osszesen: 10 pont
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5. Legyen az ABC hegyesszdgl, nem egyenld szari haromszog sulypontja S. A C pontbol
az AB egyenesre bocsatott merdleges talppontja R, az A; B pontokbdl a CS egyenesre
bocsatott merdlegesek talppontjai rendre P; Q.

a) Bizonyitsa be, hogy a PQR haromszog hasonlé az ABC haromszoghoz.

b) Adja meg a PQ szakasz hosszanak pontos értékét, ha
BC = 65; CA = 45; AB = 50.

Megoldés:

A feladat a) részének megoldasahoz vazlatos abrat készitiink, amelyen az AB oldal
felezépontjat F-fel jeloljik, az ABC haromszog belsé szogeire pedig a szokasos
CAB<« = a; ABC«x = ; BCA =y jeloléseket alkalmazzuk. Mivel a feltétel szerint az ABC
haromszog hegyesszogli, de nem egyenld szara, ezért az R pont az AF; BF szakaszok
valamelyikének belsé pontja. Nem sérti az altalanossagot, ha feltessziik, hogy az R pont az
AF szakasz belsd pontja. 1 pont

s A
1. abra

A P és R pontok nem lehetnek azonosak, mert a feltételek miatt a CF és CR szakaszoknak
egyetlen kozos pontja a C, masrészt a P pont a CF szakasz belsé pontja. Ugyanakkor

a P és R pontok a CA szakasz, mint atmérd folé irt Thalész-koron vannak. Utobbi azt jelenti,

hogy CARP hurnégyszog, amelynek szemkozti szogei 180°-ra egészitik ki egymast, igy

CPRx =180° — a.

Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy RPQ<« = a. 1 pont
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Hasonloképpen lathatjuk be, hogy Q és R pontok sem lehetnek azonosak, mert Q pont
a CF szakasz kiils6 pontja, valamint azt, hogy Q és R pontok a BC szakasz, mint atméré f61é
irt Thalész-koron vannak, ezért BCRQ hurnégyszog.
A BCRQ hurnégyszog koré irt korben az RBCX = § és RQC< azonos ivhez tartozé kertileti
szogek, igy a keriileti szogek tételébdl adodik, hogy RQC« = RQP<x = f5. 1 pont
Azt kaptuk tehat, hogy a PQR haromszégben RPQ< = a; RQP<x =[5, ebbdl kovetkezik,
hogy PRQ<« = y, ez pedig azt jelenti, hogy az ABC és PQR haromszogek hasonlok, hiszen
megfeleld szogeik egyenlok. 1 pont
A feladat b) részének megoldasahoz eldszoér bizonyitjuk, hogy a BC = 65; CA = 45;
AB = 50 oldalakkal rendelkez0 héaromszog hegyesszogli. Ehhez elég belatni, hogy
CA? + AB? > B(C?, ez pedig teljesiil, hiszen 45% + 50% = 4525, mig 65% = 4225. 1 pont
Mivel BC > CA, ezért R pont az 1. abranak megfeleléen az AF szakasz belsé pontja.
Legyen RF = x, ekkor AR = 25 — x, hiszen AB = 50 miatt AF = 25.
Az ACR ¢és FCR derékszogli haromszdgekre felirt Pitagorasz-tételekbdl kovetkezik, hogy

CF? —x? = CA? — (25 — x)?,
ahonnan CA = 45 behelyettesitése és a miiveletek elvégzése utan azt kapjuk, hogy

(1) CF? — 1400 = 50x. 1 pont
A CF szakasz az ABC haromszognek C csucshoz tartozo sulyvonala. Ismeretes, hogy
2a” + 2b? — ¢?
CF? = ,
4

ezzel

2:65% +2-45% — 502

CF? = 2 = 2500,

ahonnan CF = 50, és (1) alapjan x = 22 kdvetkezik. 2 pont

Mivel a feladat a) részében bizonyitottuk, hogy a PQR haromszog hasonlo az
ABC haromszoghoz, ezért

PQ 50

x CF’
amelybdl CF = 50 és x = 22 szerint PQ = 22 adddik.
A megadott feltételeknek megfeleléen tehat a PQ szakasz hosszanak pontos értéke

PQ = 22. 2 pont

Osszesen: 10 pont
Megjegyzés:
A feladat nem koveteli meg a PQ szakasz hosszanak eléallitasat az ABC haromszog
oldalaival, de bizonyithato, hogy ha a haromszogben a szokasos jeloléseket hasznaljuk, és
a # b, akkor
la® — b2

_\/2a2+2b2—02'
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