Oktatasi Hivatal

A 2019/2020. tanévi
Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
els6 forduld

MATEMATIKA

II. KATEGORIA
(GIMNAZIUM)

Javitasi—értékelési titmutatd

1. A kq, ko, k3 koroknek paronként két metszéspontja van. Barmelyik két kort tekintve,
metszéspontjaik koziil az egyik a harmadik belsejében, a masik azon kiviil van.

(a) Mekkora a korok altal kétszeresen fedett teriilet, ha a korok teriileteinek osszege
3 cm?, az altaluk 6sszesen lefedett teriilet 2 cm? és a haromszorosan lefedett teriilet pedig
0,2 cm??

(b) A legalabb kétszeresen lefedett teriilet egy sikidom, melyet 6 iv hatérol. Ezt a hat
ivet felvaltva pirossal és zolddel szinezziik. Igazoljuk, hogy amennyiben a korok sugarai
ugyanakkorak, akkor a piros ivek hosszanak 0sszege ugyanannyi, mint a zoldeké.

Megoldas: (a) Jelolje az egyszeresen, kétszeresen és haromszorosan fedett teriilet
mérészamat cm2-ben rendre z, y és z = 0,2. Mivel a korok teriileteinek 6sszege 3 cm?,
ezért

r4+2y+3z2=x+2y+0,6 =3. 1 pont

A korok altal lefedett Osszteriilet 2 cm?, ezért
r+y+z=ax+y+0,2=2. 1 pont

A masodik egyenletbdl x4y = 1, 8, ezt beirva az els6 egyenletbe 1,84y +0,6 = 3, amibol
y = 0,6 adédik. Tehat a korok altal kétszeresen fedett teriilet 0,6 cm?. 1 pont

(b) Jeldlje a k; koron a piros és zold iv hosszat p; és z;, tovabba a haromszorosan
fedett teriiletet hatarolé iv hosszat f; (i = 1,2,3). Hasznaljuk ki, hogy a korok egyenld
sugaruak. Barmely kettot tekintve ugyanakkora ivet tartalmaznak egyméasbol. Ezt irjuk
fel el6szor ky és ko korokre:

214+ f1 =p2 + fo. 2 pont

Hasonlbéan a masik két korpart tekintve kapjuk, hogy 2o+ fo = p3+ f3 és 23+ f3 = p1+ fi1.
A harom egyenlet megfelel$ oldalait 6sszeadva

nth+tznthtatfi=p+lotpt+fitpnt i
Mindkét oldalbédl kivonva fi + fo + fs3-at megkapjuk a bizonyitand6 allitast. 2 pont

Osszesen 7 pont
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2. Oldjuk meg a valés szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:
2-Va2—6x+10+x—2-vVor—2=3.

Megoldas: Az els6 gyokjel alatti masodfoku kifezejezésben alakitsunk ki teljes négy-

zetet:
Va2 —6x+10=+/(x —3)?2 + 1. 1 pont

Ebbol kovetkezik, hogy az elsé gyokjel alatt minden valds x esetén pozitiv szam all, igy
értelmezve van. A masodik gyokjel értelmezett, ha = > 2. 1 pont

Az egyenlet mindkét oldalabdl kivonunk 1-et, a bal oldalon csoportositunk, igy kialakul
egy masik kifejezés négyzete:

2. Va2 —6z4+10+2—-2- Ve —2—-1=2-\/(z—=32?+1+(r—-2)—2- Vo —2+1=

=2-/(z-32+1+(Wr—-2-1)*=2. 2 pont

A bal oldalon 2 - y/(z — 3)2 4+ 1 > 2, egyenléséget csak x = 3 esetén kapunk. 1 pont
Tovabba (v —2—1)% > 0, ahol egyenl8séget csak akkor kapunk, ha /z — 2 = 1, azaz
r = 3. 1 pont
Egyenletiinket tekintve a bal oldal legalabb 2, a jobb oldal értéke éppen 2. Egyenloség
akkor és csak akkor teljesiil, ha x = 3, ami benne van az értelmezési tartomanyban.
Ellen6rzés utan lathatjuk, hogy ez valéban j6 megoldas. 1 pont

Osszesen 7 pont

Megjegyzés: 1 pontot kap a versenyzé abban az esetben, ha csupan észreveszi, hogy
az r = 3 az egyenlet gyoke, de nem vezeti le, hogy nincs mas megoldas. Amennyiben
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ismételt négyzetre emelésekkel megszabadul a gyokjelektol és igy negyedfoki egyenlethez
jut, erre az atalakitasra 2 pontot kaphat.

3. Hany olyan pozitiv egész szam van, amelybol egyetlen szamjegy torlése utan a
kapott szamjegyek Osszege 19, szorzata pedig 97

Megoldas: Vizsgaljuk meg, a szamjegy letorlése utan milyen jegyek maradhattak.
Nyilvan 0 nem maradhatott, csak egyesek és olyan szamok, amiknek szorzataként eloall a
9. Az egyesek szamat az hatarozza meg, hogy a jegyek Osszege a feladat feltétele szerint
19. Igy két lehetéség maradt: (i) egy kilences és 10 darab egyes; (i) két harmas és 13
darab egyes. 1 pont

Jelolje a letorolt jegyet j. (i) Ez a szdm eredetileg 12 jegyti volt. Ha j = 0, akkor a
0 nem lehet az els6 jegy, igy 11 helyen allhat, a 9-es pedig a maradék 11 helyre kertilhet,
ilyen szamokbo6l 112 van. Ha j = 1, akkor a 9-es jegy 12 helyre keriilhet. Ha j = 9, akkor
a két 9-es helyét (122)—féleképpen valaszthatjuk meg. Végiil ha j eddig nem emlitett mas
szamjegy, akkor j értéke 7-féle lehet, ez a jegy kertilhet 12 helyre, a 9-es pedig 11 helyre,
ilyen szamokbél 7-12 - 11 van. Osszesen ebben az esetben a megfeleld szamok szadma:

12
112+12+<2>+7-12-11:1123. 3 pont

(ii) Most az eredeti szam 16 jegy(i. Az el6bbiek mintdjara a j = 0 esetén elGszor
kivalasztjuk a 0 helyét, majd a maradékokbdl a két 3-as helyét: 15 - (125). Ha 57 =1, akkor
a két 3-as helye mar meghatarozza a szamot, ilyenbdl (126) van. Ha j = 3, akkor a harom

3-as helyét kell kivalasztani, ezek szama (136). Ha j mas jegy, akkor értéke 7-féle lehet,
ez a jegy kertilhet 16 helyre, majd a maradék helyekbol kivalasztjuk, hova keriiljon a két
3-as: 7-16- (125). Osszesen ebben az esetben a megfeleld szamok szdma:

15 16 16 15
15 - 16 - = 14015.
s () () () + a0 () = naos
A feladat feltételeinek eleget tevo szamok szama 15138. 3 pont

Osszesen 7 pont

4. Az ABCD négyszog mind a négy cstucsa egy koron helyezkedik el. Tudjuk, hogy
DAB< = 135°, tovabba az AC' és BD &tlok merolegesek egymasra. Igazoljuk, hogy
az atlok metszéspontja két olyan szakaszra osztja az AC &atlét, amelyek hosszanak a
kiilonbsége megegyezik a mésik atldé hosszaval.

Megoldas: Legyen az ABCD koré irt kor sugara R, ekkor BD hossza
BD =2R-sin135° = V2 R,

ami éppen az R sugaru korbe irhato négyzet oldalanak hossza. 2 pont

Tikrozzik BD-t a kor kozéppontjara, igy kapjuk az alabbi dbra szerint a B’ és D" pon-
tokat, ahol BD'B’'D egy négyzet. Legyen BD és B’ D' metszéspontja az AC' atloval rendre
M és N. Mivel AC meroleges D B-re, igy abrank szimmetrikus az AC' felezOmerolegesére.

3 pont
A bizonyitandé allitds ebbdl azonnal adédik, hiszen CN = M A és NM = BD, amibél:
CM—- MA=(CN+NM)—- MA=BD. 2 pont
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Osszesen 7 pont

5. Egy sakkversenyen kétszer annyi fia vett részt, mint ahdny lany. Barmely két jaté-
kos egy alkalommal jatszott egymassal és egyetlen jatszma sem végzodott dontetlennel.
Héany lany és hany fiu vett részt a versenyen, ha tudjuk, hogy a lanyok és a fiik nyertes
jatszmainak aranya 7:57

Megoldas: Legyen a lanyok szama n, ekkor a lanyok egymassal (g), a fitk egymassal

(2;) mérkdzést jatszottak. 1 pont
Lanyok a fitkkal n - 2n mérkozést jatszottak, ezek koziil jelolje k azon mérkézések
szamat, amelyekben lany gyézott, igy k < 2n2. 1 pont
A feladat feltétele szerint
7 Ml
5 n2n—1)+2n2—Fk
A nevezdkkel szorozva, majd rendezve kapjuk: 8k = 17n% — 3n. 1 pont
A k < 2n? feltételbdl 8k < 16n?, ezt vessiik Ossze az iménti Osszefiiggéssel:
8k = 17n? — 3n < 16n2. 1 pont
Az egyenlétlenséget rendezve n(n — 3) < 0, amib6l n értéke 1, 2 vagy 3. 1 pont
Amennyiben n = 1 vagy n = 2, akkor a 8k = 17n? — 3n Osszefiiggésbdl adéddan k
értéke nem természetes szam. 1 pont
Ha n = 3, akkor k = 18 és teljesiilnek a feladat feltételei. A versenyen 3 lany és 6 fiu
vett részt. 1 pont

Osszesen 7 pont
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