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Javitasi—értékelési itmutatd

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:

2 422

35T 13 =2

Megoldas: Tort nevezojében nem &llhat nulla, ezért x # 0. 1 pont
Az egyenlet mindkét oldalat 3-mal szorozva

12
3T 1327 = 6. 1 pont

A 3 alapt exponencidlis fiiggvény értékkészletében pozitiv szamok vannak, igy a bal ol-
dalon all6 két tagra alkalmazhatjuk a szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlttlenséget.
1 pont

z2 z2
A két tag mértani kozepe: \/37 .3 = \/3T+f2,
2
x 4
Pozitiv szam és reciprokanak 6sszege legalabb 2, azaz 2 < 1 + - 1 pont
x

A harmas alapt exponencialis fiiggvény szigorian monoton novekedo, ezért

22
3=v32 <V 3T+wi. 1 pont

Osszegezve az eddigieket kapjuk, hogy

4

22

Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha minden egyenl6tlenségnél éppen egyenléség van,

ami pontosan akkor teljesiil, amikor 22 = 4, ebb6l z; = 2 és 19 = —2. 1 pont
A kapott gyokoket behelyettesitve ellenorizziik az eredményt, valéban mindkét megol-
das helyes. 1 pont

Osszesen 7 pont
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2. Egy dobozban kezdetben egy piros és egy fehér golyé van. Véletlenszertien kivesziink
egy golyot, majd visszatessziik és betesziink még egy olyan sziniit, amilyet legutobb ki-
vettiink. Ezt ismételgetjiik, igy minden vételnél eggyel tobb golyd kozil hizunk. Mennyi
a valdszinlisége, hogy 100 vételbdl pontosan 50-szer htizunk pirosat?

Megoldas: Jelolje P(n; k) annak a valészinliségét, hogy n vétel tortént és ezek koziil k
alkalommal htuztunk pirosat, azaz P(100;50) értéke a kérdés. Megmutatjuk, hogy minden
pozitiv egész n esetén tetszoleges k = 0, 1, .., n értékre

1 ) 1

P(n; k) = 1w P(100;50) = 01 1 pont
A bizonyitast teljes indukcioval végezziik. Mivel az allitasban két paraméter van, ezért

a kezdo lépés két részbol all.
(i) A kezdeti helyzetbdl indulva a piros és fehér golyé huzasanak egyarant % a valo-
szintisége, igy P(1;0) = P(1;1) = 3. 1 pont
(ii) Tetszbleges pozitiv egész n esetén annak a valbsziniisége, hogy egyetlen pirosat
sem huztunk, a kovetkezd gondolatmenettel hatarozhaté meg. Az elsé huzasnél % va-
l6szintiséggel fehéret kaptunk. Ekkor egy tjabb fehér keriil a dobozba, igy a masodik
vételnél % valoszintiséggel ismét fehéret kapunk. Egy tjabb fehér keriil a dobozba igy a
harmadik vételnél % valészinliséggel fehéret kapunk és igy tovabb egészen az utolso vételig,

amikor = a valdszinliség. Ebbdl
n+1

1 2 n 1

P(n:0) == ... _ ,
(n0) =753 n+1l n+i

Logikai szimmetria miatt annak a val6szintisége, hogy minden vételnél pirosat kapunk

ugyanannyi, mint hogy minden vételnél fehéret, igy
1
P(n;0) = P(n;n) = e 1 pont

Az indukcids lépésben 1 < n és 0 < k < n esetén feltételezziik, hogy P(n—1;k—1) = %
és P(n — 1;k) = . Ezek felhasznaldsaval megmutatjuk, hogy P(n;k) = —. 1 pont

A kezdd 1épésben (i) és (ii) esetek vizsgalata azért tortént, hogy elegendd legyen az
1 <nés0 <k < n feltételeknek megfelel P(n; k) értékek meghatarozdsa. Ehhez nézzik
az utolsé vételt.

Ha ez piros, akkor az utolsd vétel elotti allapotig mar k — 1-szer htuztunk pirosat, igy
P(n — 1;k — 1) valészintiséggel jutottunk ide. A dobozban az n + 1 goly6 koziil k piros
van, igy az n. vételnél a piros hiizasanak valdszintisége ni—l—l 1 pont

Ha fehér, akkor az utolsé vétel elotti allapotig mar k-szor huztunk pirosat, igy
P(n —1; k) valészintiséggel jutottunk ide. A dobozban az n+ 1 golyé kozil k + 1 piros és
n — k fehér, igy az n. vételnél a fehér hiuzasanak valdszintisége Z_j 1 pont

A bizonyitast ezzel lezarhatjuk, hiszen az indukcids feltételt felhasznalva

n—~k
n+1 T Pn—1ik) n+1

k +1 n—k:_ 1
n+1 n n+l1 n+1

P(n;k)=Pn—1,k—1)-

1 pont

1
n

Osszesen 7 pont
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3. Hatdrozzuk meg, mely egész n és m szamokra teljesiil az aldbbi egyenlet:

n’4+nt=7"-1.

Megoldas: Ha m < 0, akkor a jobb oldal nem egész, mig a bal oldal minden esetben

egész. 1 pont
Ha m = 0, akkor az n® + n* = n*(n + 1) = 0 egyenletnek azn = 0 ésn = —1 a
megoldasa. 1 pont
A tovabbiakban feltehetjiik, hogy 0 < m, tehat mindkét oldal pozitiv. Mivel minden
egészre |n°| > |n?|, ezért ha n < 0, akkor a bal oldal nem pozitiv. 1 pont

Mostantél feltehetjiik, hogy 0 < n. Mindkét oldalhoz 1-et adunk és a bal oldalon
szorzattd alakitunk, felhaszndlva az n® — 1 = (n — 1)(n® + n + 1) azonossagot:

nHnt+l=m"—n)+nt—n)+n*+n+1)=

=n*n—1)@P*+n+D+nn-D0*+n+1)+n*+n+1)=
=P —n+D)nR*+n+1)=7" 2 pont

Ezek szerint n® —n+1 és n2+n+1 is 7-hatvany. Az n = 1 nem j6, mert n>+n+1 = 3.
Az n =2 viszont j6, ekkor n® —n+1=Tésn?>+n+1="7¢é m = 2.

Ha 2 < n, akkor n® —n-+1 és n?+n-+1 is nagyobb 7-nél, ezért csak tigy lehet 7-hatvany,
ha mindkettd oszthat6 49-cel. Mivel n® —n+1= (n—1)(n*+n+1) — (n—2), ezért n —2
is oszthaté 49-cel. Ekkor n? +n+1 = (n+ 3)(n — 2) + 7 miatt a 7-nek is oszthaténak
kellene lennie 49-cel, ami viszont nem teljesiil. 2 pont

A feladat (n;m) megoldasai a (—1;0), (0;0) és a (2;2) szamparok.

Osszesen 7 pont

4. Az ABCD négyzet alapt egyenes gula csicsa E. A BE, CE és DE oldaléleken van
rendre B', C' és D' ugy, hogy BB’ : BE=3:2,CC':C'"E=3:1é6 DD :D'E=2:1.
Legyen a B'C’' D’ pontok altal meghatarozott sik és az AE él kozos pontja A’. Hatdrozzuk
meg az AA' . A'E aranyt.
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Megoldas: Legyen az ABC D négyzet kozéppontja T, ez éppen a gula E-bdl induld
magassaganak talppontja. Tekintsiik a T'E szakaszt egységnyinek. Hasznéljuk ki, hogy
az A'B'C'D’ négyszog A'C' és B'D’ atloi rendre az ACE és BDFE sikokon beliil he-
lyezkednek el, ezért metszéspontjuk rajta van ezen két sik metszésvonalan, azaz T F-n.
Legyen az A’B'C'D’ atléinak metszéspontja M. Tekintstik a gildnak az imént emlitett
két sikmetszetét. 1 pont

Elészor vizsgadljuk a BDE haromszoget, legyen B’ és D' mer6leges vetiilete T'E-n
rendre By és Dy. Ekkor EB’B, és EBT hasonldak, a feladat szovegében szerepld feltételek
alapjan hasonlosagi aranyuk 2:5. Ugyanigy ED'D; és EDT hasonld, az arany 1:3.

Hasznéljuk ki, hogy B'BiM és D'D; M is hasonld. Ebb6l a megfelelé oldalak aranyat
felirva kiszamolhatjuk az M E szakasz hosszat:

BE BB BM BE-ME 2 Z_ME
= = = azaz T =
DiE DD’ MD; ME—DE I ME-Y
amibol M E = % adodik. 3 pont

E

Most vizsgaljuk az AC'E haromszoget, legyen A’ és C' meréleges vetiilete T E-n rendre
Ay és Ch. A két par hasonlé haromszogink: FC'Cy ~ FA'A; és C'CiM ~ A’A M.
Legyen az A, E szakasz hossza x és irjuk fel az emlitett hasonlésagok alapjan a megfelelo
oldalak aranyat:

AlE AlA/ AlM T Tr — %
= = azZaz T = 72 1
CiE " MOy i1
Ebbol x = %, tehat a feladatban kitlizott kérdésre a valasz:
AAAE=(1-2):2=1:2. 3 pont

Osszesen 7 pont
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