Csapatverseny

)\/‘ E)\/‘C 2018. augusztus 30.

The 12th Middle European
Mathematical Olympiad

Hungarian version

T-1.

Feladat
Legyenek a, b és ¢ olyan pozitiv valés szamok, melyekre abc = 1. Bizonyitsatok be, hogy
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+ + <a+b+c—-3.
a + be b+ ca c+ ab

. Feladat

Legyen P(z) egy olyan racionélis egyiitthatdés polinom, melynek foka n > 2, tovabba P(z)-nek
n paronként kiilonbo6z6 gyoke van, amelyek rdadéasul egy szamtani sorozatot alkotnak. Bizonyit-
satok be, hogy P(x) gyokei kozt van kettd, melyek éppen egy raciondlis egyiitthat6s masodfoki
polinom két gyoke.

. Feladat

Egy csoport kaloz Osszevitatkozott, és most mindegyikiik méasik kettore céloz a pisztolyaival. A
kalézokat egyesével szolitjak valamilyen sorrendben (mindenkit pontosan egyszer). Ha a szélitott
kal6z még életben van, akkor mindkét altala becélzott kalézra ralé (az esetleg halott(ok)ra is).
Minden 16vés haldlos. Miutan minden kal6zt szélitottak, kideriilt, hogy pontosan 28 kaldzt oltek
meg.

Bizonyitsatok be, hogy ha a kalbézokat mas sorrendben szélitottak volna, akkor is legalabb 10
kalézt megoltek volna.

. Feladat

Legyen n egy pozitiv egész szdm és uy, ug, ..., u, olyan pozitiv egész szamok, melyek nem na-
gyobbak, mint 2¥ (valamilyen k > 3 egész szamra). A t egész szam reprezentdcidja olyan
ai,as, ..., 6, nemnegativ egészek sorozatat jelenti, melyekre

t = aquy + agug + - -+ + anplin.

Bizonyitsdtok be, hogy ha a ¢t nemnegativ egész szamnak létezik reprezenticiéja, akkor olyan
reprezentacidja is 1étezik, ahol az a1, ao, . . ., a, szdmok koziil kevesebb, mint 2k szdm nem nulla.

A feladatok megoldasara 5 6ra all rendelkezésre.

Kérdéseket csak az els6 60 percben lehet feltenni. 1 / 2
Minden feladat 8 pontot ér.

A feladatok nem nehézségi sorrendben vannak.
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T-5.

Feladat

Legyen ABC' olyan hegyesszogii haromszog, melyre AB < AC, és legyen D az A-bdl induld
magassag talppontja. A B’, illetve C’ pontok tigy helyezkednek el az AB, illetve AC' félegyene-
seken, hogy B’, C' és D egy egyenesen vannak, valamint B, C, B’ és C’' egy O kozépponti koron
vannak. Bizonyitsatok be, hogy ha M a BC szakasz felezépontja, és H az ABC magassagpontja,
akkor DH MO paralelogramma.

. Feladat

Az ABC haromszogben az ABC< bels§ szogfelezbje az AC oldalt az L pontban metszi, mig az
ABC haromszog koré irt korét a W # B pontban metszi ismét. Legyen L merdleges vetiilete
AW-re K. A BLC haromszog koré irt kore C K-t a P # C pontban metszi ismét. A BP és AW
egyenesek metszéspontja T'. Bizonyitsatok be, hogy AW = WT.

. Feladat

Legyen a1, a9, as, ... pozitiv egészek azon sorozata, melyre
a; =1 és Qpy1 = az + 1, minden pozitiv egész k-ra.

Bizonyitsatok be, hogy minden olyan p primszdmra, mely 3¢ + 2 alakt (ahol ¢ egy nemnegativ
egész szam), létezik olyan n pozitiv egész, hogy a, oszthatd p-vel.

. Feladat

Az n egész szémot sziléziaiak nevezzik, ha léteznek olyan pozitiv egész a, b és ¢ szamok,
melyekre
B a? +b? + 2
~ab+bctca’
(a) Bizonyitsitok be, hogy végtelen sok sziléziai egész szdm létezik.

(b) Bizonyitsatok be, hogy nem minden pozitiv egész szam sziléziai.

A feladatok megoldasara 5 6ra all rendelkezésre.

Kérdéseket csak az els6 60 percben lehet feltenni. 2 / 2
Minden feladat 8 pontot ér.

A feladatok nem nehézségi sorrendben vannak.



